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PREFATA 


astă lucrare urmează cărților noastre Introducere ín 
matematică (1965) și Logică si adevăr (1967). Prima era 
ată inițierii cititorului în logica simbolică (în special 
culul propozitiilor şi calculul predicatelor), a doua erz 
unere originală a principalelor probleme metateoretice 
șicii moderne. Rapiditatea cu care ele s-au epuizat din 
i dovedeşte în ce măsură publicul nostru este interesat 
menea probleme. De atunci a crescut numărul celor 
ар (printre ei un mare număr de studenti) şi se resimte 
unei noi lucrări în acest domeniu. Cartea de față vine 
»undá acestei cerințe. În ce raport se află ea cu alte 
anterioare publicate de noi (inclusiv cele două cărți)? 
roducerea în logica matematică noi am reintegrat aproape 
a informatie referitoare la logica propozitiilor, logica 
telor și logica relaţiilor (ве înțelege, cu excepţia anumi- 
iaje pe care le-am reprodus aproape fără schimbări, 
1 fost revizuit). Nu au fost reintegrate capitolul intro- 
capitolul de istoria logicii matematice 51 cel de logică 
i. Din aceste capitole am extras numai unele informaţii. 
asaje (puţine la număr) au fost reproduse din lucrarea 
i adevăr. O serie de studii și articole cu caracter didactic 
e de noi în revistele „Analele Universităţii” „Revista 
ofie” și „„Gazeta matematică” au fost integrate în 
aei reprelucrări adecvate. 


>mnată cantitate de informatie nu a шал fost expusa 
lucrări anterioare. Ca arie tematică, lucrarea cuprinde 
toate capitolele de importanţă din logica modernă. 


Prin aceasta cititorul român va avea în limba sa ideile 44 
bază ale logicii moderne, ceea ce își propune lucrarea de față! 
Expunerea nu cere din partea cititorului cunoștințe speciale: 
Lucrările utilizate în special au fost: 


1. D. Hilbert, W. Ackermann, Bazele logicii teoretice (lucra: 
clasică sub aspect pedagogic); 

2. S. C. Kleene, Introducere їп metamatematicá (lucrare cu caracte: 
enciclopedic, dar imposibilá pentru cei ce vor 88 se initieze); 

3. A. Church, Introducerea ín logica matematică (carte specioasă, dc 
extrem de utilă pentru precizarea anumitor concepte); 

4. С. 1. Lewis, Langford, Logica simbolică; 

5. Jan Lukasiewicz, Silogistica aristotelică din punctul de vedere ce 
logicii formale moderne ; 

6. A. A. Zinoviev, Logica polivalentă (ediţia germană); 

1. Gr. C. Moisil, Elemente de logică matematică şi teorie mulțimilor: 
precum si Încercări vechi şi noi de logică neclasicá. 


Contribuțiile de o deosebită valoare teoretică ale prof. 
Gr. C. Moisil relativ la logica modală generală (precum şi 
altele) trebuie să intre în formaţia oricui studiază bazele logicii 
simbolice (matematice). Așa se explică atenția pe care le-am 
acordat-o în capitolul despre logica modală. 

Foarte multe probleme sînt expuse în detaliu în aşa fel 
încît o lectură atentă a lucrării să asigure deja un grad de 
specializare pentru cititor. Cartea este destinată tuturor celor 
care urmăresc o informație de bază (dar destul de cuprinză- 
toare) în domeniul logicii moderne. Nădăjduim cá ea va cores- 
punde totodată actualului nivel de cerințe ale unui public 
care totuși în ultimii ani a mai avut posibilitatea să ia cunos- 
tintá de unele probleme ale logicii moderne. 
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INTRODUCERE 


1. DEFINITIE. OBIECT. CONTINUT 


Desi o definiţie a ştiinţei este puţin înțeleasă şi puţin utilă 
înainte de a parcurge ştiinţa respectivă, tradiţia ne-a lăsat 
obiceiul de a precede expunerea științei de o scurtă prezentare 
a ceea ce urmărește cercetarea în domeniul științei respective. 
Dintre toate definițiile următoarea este mai adecvată stadiu- 
lui actual de dezvoltare a logicii. Logica (formală) este ştiinţa 
care studiază formele propozitionale şi legile de rationare си 
expresii propozitionale de diferite forme. Aflarea legilor de 
rationare este obiectivul final al logicii. Dar pentru a atinge 
acest obiectiv logicianul trebuie să cerceteze metodele care-l 
duc la descoperirea de legi (logice). În acest sens logica a 
parcurs două faze: a) faza logicii intuitive; b) faza logicii 
„„matematizate”?, 

Logica tradiţională utiliza în princip?! limbajul natural, 
metode descriptive și inductive. Ea este o logică în primul 
fnd a limbajului natural și a ştiinţelor nematematizatc. Ea 
$i formulează propoziţiile pentru a deservi cu precădere gin- 
direa comună si științele nematematizate (sau “puțin matema- 
„zate). 


În faza logicii „matematizate” accentul se pune pe meto- 
dele de tip matematic (limbajul formulelor, calculul, demon- 
stratia axiomatizatá, modelarea abstractă). Logica igi formu- 
lează propoziţiile conform cu necesitățile ştiinţelor matematice 
заа matematizate. Limbajul ei este în primul rînd limbajul 
simbolic. Conform cu această situaţie logica modernă poartă 


numele de logică simbolică sau ,,matematicá" sau ,,algebricàá", 


sau ,teoreticá". 

Deşi logica simbolică constituie forma cea mai înaltă de 
dezvoltare a logicii, vechea logică, intuitivă, denumită acum 
şi „logică generală” continuă să existe tocmai datorită desti- 
natiei ei de care am vorbit mai sus (deservirea gîndirii in 
limbajul natural). Ea se restringe în special la problemele 
utile sferelor de gîndire de care am vorbit și este limitată ca 
perspectivă la posibilităţile pe care le oferă metodele (destul 
de rudimentare) de care se slujește. 

De remarcat este că nici logica simbolică nu se lipsește de 
limbajul natural, dar acea porțiune de care se folosește este 
puternic ,,rationalizatá", standardizată (са şi în matematică). 

Problema fundamentală a logicii este de a decide care anume 
propoziţii pe care le formulează ştiinţa logicii reprezintă legi 
logice. Solutionarea acestei probleme depinde de metodele de 
rezolvare de care dispunem. Toate legile logicii pot fi formulate 
atit în limbajul natural cît si cel simbolic, dar aplicarea anu- 
mitor metode exacte este condiționată strict de folosirea 
limbajului simbolic. Metodele logicii moderne asigură „„pro- 
ductia în serie" de legi logice tocmai de aceea accentul cade 
în cercetările de logică pe descoperirea şi perfecționarea meto- 
delor de rezolvare. Principalul conţinut al tratatelor de logică 
modernă constă din expunerea acestor metode. De aci decurge 
că în definiţia dată mai sus logicii noi am considerat doar 
obiectivul ei final nu şi preocupările pentru atingerea acestui 
obiectiv, noi am definit logica în înţelesul de sistem de teorii 
despre anumite relaţii obiective în raport cu aceste teorii. 
Dacă însă luăm în considerare preocupările pentru metode 
(ceea ce reprezintă esenţialul în atingerea obiectivului final), 
atunci definiţia trebuie reformulată astfel: Logica (formală)! 
este ştiinţa care studiază formele proporţionale 51 legile de гайо-, 
nare cu expresii propozitionale de diferite forme, precum şi: 
ansamblul metodelor care-i permit atingerea acestui obiectiv. 
De remarcat este faptul că dacă în prima fază de dezvoltare 
accentul se punea pe formularea izolată a legilor logice, în a 
doua fază s-a trecut la „integrarea” acestor legi în sisteme 
(teorii), iar acum preocuparea se ridică la un alt nivel — stu- 
dierea unor asemenea mulțimi de sisteme (degajarea unor 
»Structuri" de cel mai înalt ordin de abstracţie). De aci, pe 
lingă împărţirea clasică în teorii cu o sferă de acţiune limitată 


la un grup sau altul de legi logice, logica contemporană este 
structurată acum şi în teorii de diferite ordine (teorii, meta- 
teorii, metametateorii etc.). 

Conţinutul logicii poate fi prezentat succint prin indicarea 
principalelor teorii logice. „Logica propozitiilor (sau „teoria 
funcţiilor de adevăr”), logica predicatelor, logica claselor, 
logica relaţiilor, silogistica, teorii logice speciale în cadrul 
celor de mai sus (logici polivalente, logici modale, logici deon- 
tice, teoria inducției, teoria sistemelor logice (metalogica). 
Fiecărei teorii îi corespund diferite procedec de calcul și sis- 
teme axiomatice, de aci se mai spune „calculul propozitiilor", 
„calculul predicatelor” etc. 


2. SCURT ISTORIC 


Logica a apărut ca știință de sine stătătoare în antichitate 
creatorul ei fiind Aristotel (384—322). Opera în care Aristotel 
a expus logica este cunoscută sub numele de ,,Ограпов”. 
Înainte de Aristotel sofigtii, Socrate si Platon au dezvoltat 
unele probleme de logică. Astfel, sofiștii au descoperit diferite 
tipuri de sofisme, Socrate și Platon au iniţiat analiza noțiu- 
nilor, definiția, clasificarea, inducția, precum şi unele forme 
simple de raționament deductiv. Faţă de opera lui Aristotel 
pe care au pregătit-o, contribuţiile înaintaşilor acestuia, deşi 
însemnate, sînt totuși minore (cel puțin după impresia pe 
care ne-o lasă textele păstrate). Aristotel a creat prima teorie 
logică (silogistica) şi a pus multe alte probleme care au fost 
reluate ulterior. El a utilizat şi a dat o teorie a metodei 
deductive. 

După Aristotel logica a fost dezvoltată în direcția indicată 
de el de către peripatetici (Teofrast, Alexandru din Afrodisias) 
gi pe o cale, întrucîtva diferită, de şcolile megarică și stoică. 
Megaricii şi stoicii au pus începuturile așa-zisei logici a pro- 
poziţiilor (au formulat raționamente bazate ре propoziții de 
implicatie, conjunctie, disjunctie ві alte tipuri de propoziţii 
compuse considerate sub raportul adevărului și falsului). 
Dintre megarici Diodoros Cronos (sec. IV î.e.n.) şi Filon din 
Megara (sec. IV—III î.e.n.) au fost cei care au acordat o aten- 
tie studierii implicatiei (i-au formulat. diferite proprietăţi în 
direcţia așa-numitei „implicaţii materiale”), iar dintre stoici 


Zenon din Cition (336—264) şi Chrysippos (232—205?) au 
încercat să construiască o teorie generală a implicatiei. 

Ín trecerea spre evul mediu Boetius (480—524) neoplatonic 
din Roma, desi in materie de logicá este mai mult un tradu- 
cátor si comentator а] lui Aristotel, pare a avea totuşi unele 
idei originale. 

Evul mediu a avut destul de multi logicieni, unii dintre ei 
foarte subtili, astfel ca Duns Scott, Wiliam Occam, Iohanes 
Buridan, Petrus Hispanus, Albert Saxonul, Raimundus Lullus. 
Ei au formulat multe din actualele legi ale logicii propozitiilor, 
au studiat paradoxele şi probleme de terminologie. R. Lullus 
a formulat ideea unor „maşini logice”. 

Prin încercarea de a forma o ştiinţă matematică generală 
(mathesis universalis) Descartes a stimulat cercetările logice 
din direcția simbolismului matematic. Aceste intenţii carte- 
ziene au luat formă concretă la Leibniz care a gi formulat în 
mod ,,matematic" o serie de legi logice și a schițat posibili- 
tatea unei axiomatici logice formalizate. 

Pe la jumătatea secolului trecut doi logicieni britanici, 
irlandezul George Boole (1815—1864) si englezul Augustus 
de Morgan (1806 —1878) au gásit calea de a aplica in logica 
formală așa-zisele „metode matematice” (calculul), о desco- 
perire ce avea să aibă consecințe revoluţionare asupra dez- 
voltării acestei ştiinţe. Ei au dus astfel la bun sfîrşit visul lui 
Leibniz (de cercetările căruia în această direcție probabil 
n-au avut habar), de a construi logica după modelul matema- 
ticii. Limbajul formulelor şi calculul care dăduseră atitea 
rezultate în matematică vin acum să-și demonstreze eficiența 
şi în logică. La rîndul său metoda axiomaticá dobîndeşte pe 
această cale noi posibilități de utilizare în această străveche 
ştiinţă. Dacă pînă la Boole și Morgan cercetările de logică 
aveau un caracter inductiv tintind să surprindă în experiența 
de gîndire scheme de raționament, acum noile metode schimbă 
orientarea — ele asigură o „producție de masă” — în loc de 
a căuta să formuleze legi izolate se trece la producţia de întregi 
sisteme de legi. Două direcții: descoperirea de noi sisteme 
logice, perfecţionarea formală a sistemelor descoperite. În acest 
sens, alături de teoremele logice propriu-zise (adică acelea care 
exprimă legi logice) își fac loc teoreme și reguli referitoare la 
sistemul logic (pe scurt ,,metapropozitiile"). Principii vechi 
iau în calculul logic al lui Boole forme de nerecunoscut, cum 


10 


este cazul principiului necontradictiei (numit de Boole ,,prin- 
cipiul dualității”): 


x(1— x) 20 


Calculul se face după reguli bine cunoscute din algebră şi 
Boole este nu numai întemeietorul logicii simbolice (mate- 
matice) ci şi inițiatorul unei etape de dezvoltare denumită 
etapa „algebrei logice” (ваш chiar a „algebrei Boole”). Opera- 
Ше logice se fac asemănător cu cele din algebră. De exemplu, 
în cazul formulei de mai sus ea poate fi derivată din x? = x 
prin operaţiile: 


x(1— x) 20 


Desi constantele 1 $i 0 nu desemneazá aci numerele respec- 
tive ci universul (,,totul") şi respectiv clasa vidă (,,nimicul") 
se poate vedea că formulele de mai sus sint adevărate șipentru 
aritmetica binară (0,1), căci 0 = 0 şi 1? = 1. 

În acest fel Boole descoperă structuri comune logicii 51 
matematicii, adică unele formule logice sînt izomorfe cu for- 
mule matematice. La rîndul sáu, de Morgan dezvoltind teoria 
relaţiilor construieşte pe baza ei o teorie generalizată a silo- 
gisticii exprimată în formă simbolică (formă destul de greoaie, 
ce-i drept). Odată ce s-a demonstrat posibilitatea utilizării 
metodei algebrice (de calcul) în logică preocupările vor fi 
acum îndreptate în sensul perfecționării acestei metode. 
R. L. Ellis, W. S. Jevons, 1. D. Gergonne, R. Grossmann, 
J. Venn, Hugh Mc Coll, E. Schröder și P. S. Poretki sînt citeva 
din numele care s-au impus in aceastá perioadá. J. Venn dez- 
voltá metoda geometrică a cercurilor in conformitate cu noul 
stadiu de dezvoltare a logicii. El este printre primii care utili- 
zează expresia „Logica simbolică” (Symbolic Logic) ca titlu 
de tratat. E. Schröder (1841 — 1902) dezvoltă metoda algebrică 
şi în legătură cu viitorul calcul al predicatelor. Hugh Mc Coll 
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(1837—1909) reformulează logica propoziţiilor într-un mod 
destul de apropiat de actuala formă. Jevons a introdus dis- 
junctia neexclusivă (notată de el cu +), iar I. D. Gergonne 
relația de incluziune C (contine) și (e conținut). Problema 
ре care şi-o pune Poretki este rezolvarea unor ecuații (ераїнар) 
logice date. A rezolva o egalitate logică înseamnă „а deduce 
din ea toate sau cîteva din concluziile ei logice”. Rezolvarea 
egalității este totală sau parţială în funcție de faptul dacă 
toate sau numai unele concluzii au fost găsite. Rezolvarea 
deplină a unei egalitáti logice este dată atunci cînd am găsit 
sistemul concluziilor echivalent cu egalitatea. Operele lui 
Hugh Mc Coll şi ale lui E. Schróder fac trecere spre noua etapă 
de dezvoltare a logicii — etapa fundamentării logice a шаїеша- 
ticii. Ginditorii cei mai de seamă ai acestei etape sint M. S. 
Peirce (1835—1882), Gottlob Frege (1848-1925), С. Peano 
1858—1932) şi B. Russell (1872—1970). 


Logica îşi găseşte un stimulent în necesitatea de a siste- 
matiza matematica și de a o fundamenta. Apariţia teoriei 
mulțimilor a lui Georg Cantor va facilita apropierea dintre 
logică şi matematică. 

Frege axiomatizează calculul propoziţiilor, perfectioneazá 
calculul predicatelor (incluzind în el si silogistica) 81 constru- 
iește un sistem logico-aritmetic prin care încearcă să deducă 
aritmetica din logică. Peano perfecţionează simbolismul logic 
dindu-i totodată o largă utilizare în expunerile matematice. 
Apariţia antinomiilor în sistemele lui Frege şi Cantor constituie 
sursa din care vor apărea ulterior cercetările metamatematice 
şi metalogice. 

Această etapă atinge punctul culminant în opera lui Whi- 
tehead ві Russell Princi pia Mathematica, primul tratat de logică 
matematică în înţelesul actual al cuvîntului. Aci sînt formulate 
distinct logica propoziţiilor, logica predicatelor, logica clase- 
lor, logica relaţiilor şi aritmetica „„logicizată”, adică toate 
teoriile de bază ale logicii moderne. Bertrand Russell (1872— 
1970) formulează și cea mai răspîndită metodă de soluţionare 
a antinomiilor, așa-numita „teorie a tipurilor”. 

Următoarea fază” poate fi numită a teoriilor logice neclasice 
sau, cum аш numit-o tinind seama de numeroasele sisteme 
care apar, a „ramificării logicii”. În această perioadă J. Luka- 


siewicz (1878—1956) si L. E. Post (1897—1945) construiesc 


12 


primele sisteme de logică polivalentá, iar C. I. Lewis (1883— 
1964) dă un sistem de logică modală. Tot Lukasiewicz reface 
silogistica cu ajutorul metodelor logico-matematice și inven- 
tează un simbolism logic special. David Hilbert (1862—1943) 
(împreună cu W. Ackermann) dă o formă clasică logicii mat.- 
matice şi inițiază cercetările de metamatematică (teoria 
demonstraţiei matematice și în primul гіпа a proprietăţilor 
sistemului axiomatic). Cercetările de metamatematică și apoi 
de metalogică sînt mult stimulate de descoperirile lui K. Gâdel 
(celebra teoremă de incompletitudine), A. Tarski (teoria ade- 
vărului în limbajele formalizate), R. Carnap (sistematizarea 
semanticii logice). Brouwer, Heyting, A. Kolmogorov, A. A. 
Markov, ş.a. dezvoltă logica în direcţia concepţiei construc- 
tiviste asupra matematicii. Logica normativă este dezvoltată 
de către G. H. von Wright ș.a. O descoperire importantă este 
aplicarea formalismului logic la schemele cu relee și contacte 
(Cl. Shannon și V. I. Șestakov). Aceasta a pus începutul dez- 
voltării „logicii tehnice” şi deci a unor posibilități de a lega. 
logica cu practica în modul cel mai eficient. Istoria logicii a: 
luat și ea un nou avint și multe dintre [ideile logicienilor antici 
şi medievali au stimulat gîndirca logico-matematică. A fost 
redescoperită „logica stoică”, si opera logică a lui Leibniz 
a fost pusă într-o altă lumină, iar multe idei, ale scolasticilor 
au fost reintegrate în logică. Filozofia logicii a dobîndit 51 ea 
noi perspective. 

În tara noastră Gr. C. Moisil inițiază (1935) cercetările de 
logică matematică din direcția algebrei abstracte, iar după 
al doilea război mondial pune și bazele cercetărilor logice 
în direcţia aplicaţiilor tehnice. Eugen Mihăilescu obţine unele 
rezultate în tehnica algoritmică a logicii. M. Tirnoveanu reali- 
zează o sinteză a logicii matematice de pe poziţiile celor mai 
noi cuceriri în domeniul matematicii abstracte, iar Petre 
Botezatu propune un interesant model al logicii naturale. 5. 
Vieru abordează modern silogistica. Anton Dumitriu studiază 
paradoxele logico-matematice. 

În lucrările noastră am formulat unele metateoreme rcferitoa- 
re la utilizarea limbajului aritmetic în logică $i la sistemul de 
echivalență, am ccastruit un formalism silogistic (în genul 
calculului natural), am dat o formă originală metodei relaţiei 
de denumire și am cercetat diferite probleme de metalogică 
referitoare la paradoxele logice, teorema lui Güdel s.a. 
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3. TERMENI ȘI EXPRESII PROPOZITIONALE 


Gindirea şi cunoaşterea se realizează cu ajutorul limbajului, 
Limbajul constă din expresii. Logica se interesează în mod 
deosebit de trei feluri de expresii: 1) expresii pentru obiecte 
şi proprietăți, 2) expresii propozitionale, 3) expresii-operatori 
(care împreună cu cele din clasa 1) și din clasa 2) duc la for- 
marea de expresii propozitionale) . Astfel „om”, „autorul 
poemului Luceafărul”, „alb”, гови”, sînt expresii de prima 
categorie, „2 + 2 = 4", „toate mamiferele sînt animale”, 
„х +2 = 5" sint expresii de а doua categorie, iar „unii”, 
»toti", „pentru orice”, „nu”, ,,17, ,dar" sînt expresii de 
a treia categorie. 

Termenii sînt expresii care desemnează obiecte (resp. mul- 
timi de obiecte) sau proprietăţi. Uneori nu se distinge din 
expresie dacă o raportăm la obiecte sau la proprietăţi (însușiri, 
relaţii), alteori acest lucru se indică explicit. De exemplu, 
în expresia „mamiferele sînt animale” distincția între 
referirea la mulțimea de obiecte şi referirea la proprietăţi 
(determinări ale obiectelor), nu este dată, dar în „toți oamenii 
aparţin mulțimii vertebratelor” şi „toţi oamenii au proprie- 
tatea de a fi vertebrate” distincţia este precis formulată. 

Expresiile propozitionale sînt acele expresii care afirmă sau 
neagă ceva despre o entitate. 

Logica se interesează în primul rînd de expresiile propo- 
zitionale care au următoarele determinări a) o formă grama- 
ticală precisă, b) o informaţie (ceea ce intenţionează să comu- 
nice despre obiect), c) o valoare logică (adevărul, falsul), 
d) o „structură logică”, е) o valoare de întrebuințare (teoretică 
sau practică). Se înțelege că ea nu se interesează de expresii 
a modul concret ci la un mod foarte abstract. 

În vederea studierii expresiilor este nevoie să analizăm 
întrucîtva termenii, să-i clasificăm. 
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Clasificarea termenilor. Termenii pot fi clasificați după 
diferite criterii. Баш mai jos cele mai importante clase de 
termeni (obținute după diferite criterii). 

a) Termeni obiectuali (.,ош”, »plantá"), predicativi („uman”, 
alb"), de relație („„egalitate””, „indentitate”) (clasificare după 
felul entității desemnate). 

b) Termeni abstracţi_(„„albeață”, „„umanitate”) si concrefi 
(„„om”) (clasificare după cum se referă la obiect ca întreg 
sau la o determinare a obiectului). 

c) Termeni reali („„plantă”), ideali („„punctul”, „gazul ideal") 
şi vizi („îngeri”, „demon”) (după gradul de corespondență 
cu obiectul). 

d) Termeni pozitivi („„formal”) si negativi (,,neformal"). 

e) Termeni singulari („„Eminescu”, , Biblioteca Academiei 
R.S.R.”), generali („„copac”) si categoriali (, materie", ,,spatiu", 
»timp", ,formá") (clasificare după cantitate). 

f) Termeni absoluti (,Ànumár", „figură”) si relativi („bun”, 
,ráu"). ханы 

g) Termeni constanti (,2", ,cinci", ,,0m") şi variabili (x, 
y, 2, in algebrà). 

h) Termeni simpli (,lonescu", „рош”) şi compuși („eroul 
de la Austerlitz”). Se observă că prima clasificare (a) este 
înrudită cu a doua (b). Termenii reali au o semnificaţie, ter- 
menii ideali pornesc de la o semnificaţie dar prin anumite 
operaţii de abstractizare la limită (= idealizare) ei își pierd 
semnificația directă, fără ca totuşi să fie contradictorii, ter- 
menilor vizi nu le corespunde nimic. Termenii generali deter- 
mină o mulţime de obiecte în univers în timp ce termenii cate- 
goriali nu. Termenii absoluti au semnificaţie de sine stătă- 
toare în timp ce termenii relativi nu. De exemplu, „Popescu 
este bun” nu este o expresie precisă deoarece trebuie să se 
arate în ce relație Popescu este bun. 

În ce priveşte, termenii compuși еї sînt de două feluri: 
expresii descriptive (ex. „autorul romanului Гоп”) şi expresii 
de abstracţie („oamenii care au construit rafinăriile de la 
Ploieşti”). Ambele tipuri de expresii joacă în logică un rol 
important. 


Clasificarea expresiilor propozitionale 


a) Trei grupe de criterii ne interesează aci în primul rînd: 
clasificarea bazată pe clasificarea termenilor, clasificarea după 
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conţinut și după formă. De exemplu, pentru prima categorie 
avem propoziții cu termeni pozitivi sau negativi, reali, ideali 
sau vizi etc. 

b) Clasificarea după conţinut. Aci avem punctul de vedere 
al informaţiei, resp. domeniul de informaţie (propoziții mate- 
matice, fizice, etice, filozofice etc.) şi nivelul de abstracţie 
(propoziţii teoretice, empirice). Tot după conținut este și 
criteriul de valoare — adevărate, false etc. 

(Criteriile după conținut se mai numesc 51 ,semantice". 

<) Clasificarea după formă („criterii sintactice”). 

În vederea stabilirii unui sistem de clasificare vom proceda 
mai întîi regresiv (adică prin diviziune) apoi progresiv (prin 
generalizare). Uneori vom denumi criteriul alteori nu (cînd 
nu există încă o denumire stabilită). 

C) Expresii propozitionale constante („Eminescu este auto- 
rul poemului Luceafărul”, „1 + 5 = 12") si variabile („x + 
+2 = 5°; „În București plouă”, aci nu e stabilit timpul). 
Primele se mai numesc pur şi simplu propoziții sau propoziţii 
închise, celelalte se numesc funcții propozitionale sau propo- 
zitii deschise. 

Ne limităm apoi la clasa propozitiilor (închise). 

Сү) Propozitii afirmative („Napoleon a fost împăratul 
Franţei”, „2 + 2 = 4^, „Toate numerele naturale sînt numere 
întregi”, „dacă plouă atunci îmi iau umbrela” și negative 
(„Nu toti oamenii sînt pașnici”, „Nu este adevărat cá 2 + 
+2=—4”, Aici a nu confunda negativ cu fals. (Criteriul calităţii). 

С) Propoziţii elementare (,,7 +5 = 12", „Toţi oamenii 
sint rationali", şi neelementare (,,Nu toate numerele întregi 
sint naturale", ,,Este posibil ca pe planeta Marte să fie viaţă”, 
„2 =3 sau 2 > 3 sau 2 < 3"). 

Сы) Propozitii valorice (,,Este adevărat 2 = 2", „Este fals 
2,= 3") şi nevalorice (2 —2, 2 < 3). 

Ne limitám la clasa celor elementare. 


С.о) Criteriul structurii interne: aristotelice, de forma ,.5 
este Р” („Omul este animal rational", „Toate triunghiurile 
*chilaterale au unghiurile egale”, „Toți brazii sînt conifere”), 
intensionale de forma „obiectul x are proprietatea F” (,„Numă- 
rul 2 are proprietatea par”, „orice număr par are proprietatea 
de а se împărți exact la o putere a lui 2"), extensionale, de 
forma „obiectul x aparține clasei К” (,,3 aparţine clasei nume- 
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relor naturale"), de relaţie cu forma (de bază), „x se află in 
relaţia К eu y” („2 > 1", „Bucureștiul este la est de Olt”). 

С) Criteriul cantităţii: singulare (,Liviu Rebreanu este 
autorul romanului Jon”), particulare sau de existenţă (,,Опи 
oameni sînt octogenari”, „există x astfel cá x +2 = 5") si 
universale („Toate numerele raţionale sint reale"). Cele uni- 
versale mai pot avea forma în care nu apare cuvintul „toţi” 
(sau sinonime cu el), ca „Triunghiul are 180°”, „Triunghiurile 
sînt figuri geometrice”, 

Сыз) Propoziţii definitorii („omul este animal rational") 
si nedefinitorii („omul este animal”). 

Trecem la clasa celor neelementare. 

С) Propozitii neelementare cu o componentă („Nu orice 
muscă face miere”, „Este adevărat cá 2 + 2 = 4^", „Este 
posibil ca in 1975 sá fie o vará cálduroasá"), cu mai multe 
componente (,,dacá 2 = 21 ві 21 = 1 + 1 atunci 2 = 1 + 1"). 

La rîndul lor propoziţiile cu o componentă (,,monare") pot 
fi împărţite după cum urmează: 

Сл) Criteriul modalității: asertorice sau nemodale (,,Хи 
toti oamenii sînt albi"), de posibilitate numite și problematice, 
au forma „Este posibil р” (,,Евїе posibil ca în 1975 să fie un 
an ploios”), de necesitate numite și apodictice au forma ,,Este 
necesar р” (,,Este necesar ca 2 = 2"), de contingentd, au forma 
„Este contingent р” („Este contingent (= se întîmplă) са 
monumentele vechi să dispară”), de imposibilitate, au forma 
„Este imposibil р” (,,Este imposibil 2 = 2”). 

Cigs) Criteriul operatorilor propozitionali: negative, conjunc- 
tive, disjunctive, implicative etc. (Acestea vor fi studiate pe 
larg în capitolul următor). 

Cu aceasta am încheiat mersul regresiv. Se observă că 
clasele obținute pe baza unui criteriu trebuie să se excludă 
între ele, doar clasele obținute pe baza unor criterii deosebite 
se pot intersecta între ele sau se pot afla în relaţie de ordine 
(unele sînt subordonate altora). De aci decurge că putem obține 
noi clase prin intersectare (exemplu clasa propozitiillor care 
stau la baza silogisticii aristotelice A, E, I, O, unde s-a îmbinat 
criteriul Calităţii cu cel al cantităţii si al structurii de tipul 
S este P). Putem apoi generaliza unele criterii. Aceasta înseamnă 
că vom obţine în clasa mai generală noi clase după criteriul 
respectiv. De exemplu, după criteriul cantităţii aplicate la 
propoziţiile neelementare vom obține pe lingă clasele deja 
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existente „clase mixte" in care unele propoziţii au о compo- 
nentă universală si alta singulară (,,Toti filozofii sînt muritori 
şi Socrate este muritor”), altele au o componentă universală 
şi una particulară („Toate mamiferele sint animale şi uncle. 
mamifere sînt carnivore”) etc. În general, prin asemenea 
generalizări putem obține clase omogene (ca și mai sus) sau 
clase mixte. Astfel, dacă modalitatea se aplică propozitiilor 
ca întreg atunci obținem clase omogene ca mai sus (de exemplu 
„Este posibil ca în 1975 să fie cald sau să plouă mult”), dacă 
se aplică fiecărei propoziţii in parte putem obține clase mixte 
(„Dacă este псссѕаг ca 2 + 2 = 4 atunci este posibil ca 
2 < 4"). La fel gcneralizarea pentru întreaga mulțime de 
expresii propozitionale cere anumite considerații speciale 
(cititorul poate încerca singur, ca exercițiu asemenea generali- 
zări ale criteriilor în măsura în care acest lucru este posibil). 

Clasificarea de mai sus urmăreşte in ultima instanță prin- 
cipiul exhaustiunii, se poate însă adopta o poziţie mai prag- 
matică: a indica criteriul $i a fixa prin simplă enumerare 
clasa care ne interesează (chiar dacă nu este constituită exhaus- 
tiv). 

Observaţie. În logica generală judecátile se clasifică si după așa-numitul 
criteriu al „relaţiei” (A nu se confunda cu judecátile de relaţie): categorice, 
ipotetice, disjunctive. Judecátile categorice nu cuprind o condiţionare, cele 
ipotetice cuprind o condiționare, iar cele disjunctive o incertitudine („А 
sau В” nu e cert care din două). S-ar putea spune că e vorba de gradul 
de certitudine cu care ele sînt asertate: A e cert (categorice), B e cert numai 
dacă A (ipotetice), Nu e cert care A sau B (disjunctive). Într-un anumit 
sens asertiunile categorice cuprind soluția problemei, în tirnp ce cele 
ipotetice şi disjunctive conţin probleme nerezolvate. 


Atit termenii cit şi expresiile propozitionale sînt studiate 
în vederea studiului rationamentelor $i in genere a legilor de ra- 
tionare, ceea ce rezultá chiar din definitia logicii. Tot de acire- 
zultá că orice teorie logică are la bază o anumită clasă de expresii 
propozitionale (si în genere o anumită clasificare a expresiilor 
propozitionale). De asemenea logica poate fi compartimentată 
în funcție de determinárile expresiilor propozitionale ; formalis- 
mele logice pot fi raportate la forma gramaticală, teoriile 
logice la clasificările sintactice sau la cele semantice (aci teo- 
ria funcţiilor de adevăr, semantica logică), or la criteriul 
valorii de întrebuințare (pragmatica logică). 
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Пира tipul de expresii propozitionale vom avea apoi logica 
propozitilor (are la bază clasificarea după tipul de operator 
propozitional) logica predicatelor are la bazá expresii de 
structura „x are proprietatea F” cu specificarea cantităţii 
sau nu, logica claselor are la bază schema ,,x aparține clasei 
K”, logica relaţiilor are la bază schema ,,х are relaţia R cu y”, 
logica modală are la bază clasificarea după modalitate, iar 
logicile polivalente clasificarea după valoarea logică. La rîndul 
€i teoria definiţiei studiază propoziţiile definitorii şi rationarea 
pe baza lor. Un rol deosebit în logică îl joacă punctul de vedere 
extensional și cel intensional (în termeni tradiționali „sfera” 
și „conţinutul”). 

Extensiunea unui termen este mulțimea de obiecte pe care 
o asociem termenului prin relaţia de desemnare, iar intensiunea 
este determinarea gratie căreia este distinsă respectiva mulțime 
de obiecte. Astfel extensiunea termenului „om” este mulțimea 
oamenilor, iar intensiunea este însuşirea de a fi om. Pe această 
deosebire se bazează și logica claselor de logica predicatelor. 
În ce priveşte silogistica noi am introdus teza (v. „„Logica 
şi adevăr”) că aci sint vizate expresii propozitionale în care 
nu se face distincția între intensiunea și extensiunea termeni- 
lor, ci cá ele sînt considerate simultan (nediferentiat), cá sint 
în același timp intensional-extensionale (sau, cum ar spune 
Carnap, neutre”). 


Considerarea propozitiilor din punctul de vedere extensional 
dă logicii posibilitatea să se apropie de teoria mulțimilor si 
chiar să se folosească de metodele acesteia. Diagramele lui 
Eulcr si cele ale lui John Venn sînt primele metode de acest 
gen utilizate în logică. 

În loc de „termeni” logica generală preferă să vorbească 
cel mai adesea de „„noţiune” (uneori ,,concept"), iar în loc de 
„„expresie propozițională” ea vorbeşte de „judecată”. Dato- 
rită importanței pe care o au consideratiile de limbaj în logica 
matematică sint preferate expresiile „termen” si „expresie 
propozițională” care se referă implicit la noțiune și resp. la 
judecată. 

Noţiunea este totalitatea propozitiilor despre un obiect totali- 
tate organizată după anumite criterii logice (clasificare, deducție, 
definiţie). Aceasta este, ca să spunem așa, definiția de bază, 
dar de aci pot fi introduse altele mai abstracte. 
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Noţiunea este conţinutul termenului (adică totalitatea deter- 
minărilor fixate în propoziţiile corespunzătoare). Termenul 
nu desemnează noțiunea ci obiectul, însă el este legat, prin 
ansamblul de propoziții din care este formată noțiunea și în 
care el joacă un rol de subiect, de noţiune. Astfel termenul 
ош”? desemnează mulțimea oamenilor, dar el intervine са 
subiect în toate propoziţiile care spun “ceva despre om (sau 
cel puţin legătura sa cu astfel de propoziţii este subinteleasá). 
Determinările fixate în noțiune se numesc $i „notele” noțiunii. 

În ce priveşte judecata ea este informaţia pe сагс o cuprinde 
expresia propozițională. De notat este că distincția termen- 
noţiune intervine adesea în studiul definiției. Deosebit de 
important în studiul relaţiilor inferentiale (logice) între expre- 
siile propozitionale este studiul relaţiilor de extensiune și de 
conținut între termeni (traditional „relațiile între sferă și rcla- 
tiile de conţinut”). Fiind dati doi termeni А В relaţiile 
extensionale dintre ei, pot fi, următoarele: 


„(2 DD 


1. Relatie de identitate (ex. ,,ош” si ,rational"). 2. Relatie de inter- 





! 


Fig. 1| 


secţie (ex. „student” si „,ѕрогііу”). 3. Relatie de ordonare (resp. subordonare 
a lui В faţă de А si supraordonare a lui A fată de В, vezi ,,animal", si 
»0m"). 4. Relagie de excludere (ex. ,,сїїпе” gif, pisică”). 


În raport cu conţinutul, doi termeni pot fi identici („„număr 
natural" şi „număr cardinal inductiv”), simplu diferentiati 
(„cîine” şi ,pisicá"), contrarii (cei care au note opuse, de 
exemplu „alb” și „negru”, „bun” și „„rău”, „frumos” și „urît”), 
contradictorii (unul se caracterizează prin absenţa notelor 
celuilalt, ex. „om”, ,,non-om") și necomparabili (ex. „pătrat” 
şi „alb”). 

n ce privește relațiile dintre judecăţi logica se interesează 
de relaţii de natură inferențială, adică astfel de relaţii care 
ne permit să trecem în mod necesar sau cu o anumită proba- 
bilitate de la expresii propozitionale adevărate la alte expresii 
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propoziționale de asemenea adevărate. Astfel de relaţii se 
numesc ,inferenjiale", iar legile care satisfac condiția de 
mai sus se numesc legi de rationare (or forme de гаўопаге, 
or, în speţă, raționamente). 


4. ELEMENTE DE LOGICĂ DEDUCTIVĂ GENERALĂ 


Logica deductivă studiază legile de rationare cu expre- 
sii propozigionale de același grad de generalitate, sau cu 
grade de generalitate diferite (de la mai generale la mai 
puțin generale). Cînd avem de a face doar cu două 
expresii propozitionale spunem că inferenta este imediată, 
în cazul cá avem mai mult de două expresii propozitionale 
inferenta este mediată. Inferentele pot fi exprimate cu ajutorul 
unor propoziţii ipotetice (implicative) sau pur și simplu prin 
punerea expresiilor una după alta (respectiv una sub alta) 
ori prin indicaţia cá „... se deduce din — — —". 

Un loc deosebit in logica veche il ocupá inferentele cu 
judecágile A, E, І, O, judecáfile ipotetice (de implicaţie), 
disjunotive şi, într-o anumită măsură, modale. 

Un rol important în ce priveşte inferentele imediate îl ocupă 
relaţiile din „pătratul logic”. 

Ce este pătratul logic? Pătratul logic este o mulțime de 
patru propoziţii (resp. expresii propozitionale A, В, C, D 
(considerate în cadrul aceluiaşi criteriu de clasificare) astfel 
că A este incompatibil cu B, A exclude pe D și B exclude 
pe C, A este supraordonat lui C și B este supraordonat lui D, 
B şi C sînt disjuncte fără a se exclude. Cele patru tipuri de 
raporturi se numesc respectiv ,,contrarietate", ,,contradictie", 
subordonare” şi ,subcontrarietate". Ele se definesc după 
cum urmează (independent de forma judecăților). 

Fie X și Y două propoziţii. 

a) X este contrar cu Y dacă şi numai dacă X și Y nu pot 
fi împreună adevărate. 

b) X este contradictoriu cu Y dacă şi numai dacă nu pot 
fi împreună adevărate sau împreună false. 

c) X este subordonat lui Y dacă și numai dacă ori de cîte 
ori Y este adevărat X este adevărat. 

d) X este subcontrar cu X dacă şi numai dacă X şi X nu 
pot fi impreuná false. 


Ori de cíte ori existá un grup de patru propozitii care sint 
dispuse in raporturi conform cu condiţiile a.—d. avem un 
pátrat logic. S-a constatat cá multimea А, E, I, О (resp. jude- 
cátile univ-afirmativă, universal-negativá, particular-afirma- 
tivá 61 particular-negativá) formeazá o multime descrisá de 
pátratul logic, ceea ce se reprezintá astfel: 


Contrari E 


ь 


Ordonare 
Ordonare 





~ 


Subcontrari 0 Fig. 2 


Se înțelege са о pereche dată (X, Y) nu se poate afla decît 
într-unul din” raporturile indicate și nu în mai multe. 

Pe baza raporturilor din pătratul logic putem formula o 
serie de inferente, са de exemplu: 

(1) Dacă X este contrar cu Y şi X este adevărat atunci Y 
este fals; 

k (2) Dacă X este contradictoriu cu Y si X este adevărat 
atunci Y este fals; 

(3) Dacă X este contradictoriu cu Y și X este fals atunc 
Ү este adevărat; 

(4) Dacă X este supraordonat lui Y şi X este adevărat 
atunci Y este adevărat 5.4.ш.4. 

Unele inferente sint bazate pe inversarea termenilor (,,con- 
-versiunile”), fără schimbarea cantității (conversiune simplă) 
sau cu (conversiune prin accident); 

(5) Dacă toti S sînt P atunci unii Р sînt'S (prin accident). 

(6) Dacă nici un S nu e P atunci nici un P nu e S (simplă) 
-$.a.m.d. 

Alte inferente tin de utilizarea negatiei (ex. obversiunea). 

(7) Dacá toti S sint P atunci nici un S nu e non-P. Obver- 
siunea face trecerea de la o judecată la alta prin introducerea 
{sau chiar eliminarea negatiei) fără a afecta ordinea termenilor. 


Obversiunea împreună cu conversiunea dau contrapositia: 
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(8) Dacá toti S sint Р atunci toti non-P sint non-S. Silogis- 
mele sînt inferente cu cel puţin trei judecáti 51 trei termeni. 
Silogistica (— teoria silogismului) dá regulile generale prin care 
se decide dacă un silogism este sau nu valabil. Silogismele sînt 
clasificate în „„figuri” (după poziţia așa-numitului termen me- 
diu). Fiecare silogism (formă silogistică) se mai numește шой”. 

(9) Dacă toti A sînt B şi toti B sint C atunci A este C. 
(Nu insistăm mai mult). 

Un loc deosebit il au rationamentele numite ipotctico-cate- 
gorice. 

(10) Dacá p implicá q atunci non-q implicá non-p. 

(11) Dacá p implicá q si este adevárat p atunci este ade- 
vărat д. 

Exemple pentru (4), (9) şi (11). 

Dacá toti oamenii sint muritori atunci $i unii oameni sínt 
muritori. Dacá toate romburile sint paralelograme 51 toate 
paralelogramele sint patrulatere atunci 51 toate romburile 
sint patrulatere. Dacă plouă atunci îmi iau umbrela, or plouă, 
deci îmi iau umbrela. Fiecare expresie propozițională are un 
„statut valoric” descris de așa-numitele principii logice. 

Principiul identităţii. Orice propoziţie este echivalentă cu 
sine ($ = p). 

Principiul non-contradicției. O propoziție nu poate să fie 
fn același timp și sub acelaşi raport adevărată şi neadevărată. 

Principiul tertului exclus. O propoziție este în același timp 
şi sub acelaşi raport sau adevărată sau neadevărată a treia 
posibilitate nu există (tertium non datur). 

Logica generală studiază de asemenea o serie de condiţii 
specifice demonstraţiei (resp. respingerii), precum și cele mai 
importante erori de demonstraţie. 

n tratatele de logică generală este inclusă gi teoria inducției, 
pe care noi însă o vom omite aci. 

Vom vedea că teoria silogismului care are la bază schema 
de tipul „S este Р” poate fi reconstruită cu ajutorul mijloacelor 
logico-matematice. Notăm că silogistica a fost după Aristotel 
interpretată ba extensional, ba intensional, lucruri posibile 
avînd în vedere că oricărei propoziţii îi corespunde o extensiune 
şi o intensiune, totuşi prin aceste interpretări nu se face altceva. 
decit să se treacă fie la logica claselor, fie la logica predicatelor 
pierzându-se specificul operării cu propoziţii neutre (ceea ce- 
caracterizează limbajul natural). 


LOGICA PROPOZITIILOR 


1. OPERATORII PROPOZITIONALI. SIMBOLURI 


Vom considera expresiile propozitionale compuse cu aju- 
torul negatiei sau al diferitelor conjunctii („„şi”, ,,sau", „dacă... 
atunci” etc.). Putem chiar pentru moment să limităm multi- 
mea expresiilor propozitionale la propoziţii care sint fie adevă- 
rate, fie false (nu însă și adevărate și false deodată). Vom 
considera pe rînd propoziţiile respective. Pentru a beneficia 
de la început de o exprimare prescurtată vom nota o propo- 
zitie oarecare cu una din literele р, q, r, 


(€ Propoziţii de formă negativă. Aceste propoziții se for- 
mează cu ajutorul particulei „nu” (resp. a expresiei „Nu este 
adevărat cá..."). Poziţia lui „nu” într-o propoziție este dife- 
rită și în genere trebuie să distingem între „а fi propoziţie de 
formă negativă” si „а fi negația unei propoziţii”. Їп cele ce 
urmează pe noi ne interesează în special „negația unei pro- 
poziţii”. Propoziţii de formă negativă pot fi formate în legătură 
cu oricare altă propoziție. O propoziţie de formă negativă 
poate fi comparată cu o altă propoziție dacă ele au termeni 
comuni. De exemplu, „dacă plouă nu-mi iau umbrela”, „plouă 
81 nu-mi iau umbrela”, „пи este adevărat că dacă plouă 
îmi iau umbrela”, „dacă nu plouă îmi iau umbrela” si „dacă 
plouă îmi iau umbrela” pot fi comparate între ele. Se înțelege 
că. ele se vor raporta diferit una la alta. 

În ce priveşte negația unei propoziţii р ca regulă simplă 
vom spune că dacă p este o propoziţie atunci „nu este adevă- 
rat p" va fi negația lui p. Vom distinge următoarele probleme: 
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— cazurile de propozitii negative, 

— formarea negatiei unei propozitii, 

— raportul negatiei cu afirmatia. 

Propozitiile cu. negatie pot fi clasificate după poziția pe care 
o ocupă negația (,,nu") in propoziţie: in fata propoziției (,, Nu 
este adevărat cá toti S sint Р”), pe legătură. („Nici un S nu 
este Р”) şi pe termeni (,,Unii S sint non-P"). Formarea negatiei 
unei propozitii p coincide cu formarea contradictoriei ei, 
adică o propoziţie de forma „Nu este adevărat p" sau varian- 
tele obtinute din aceasta prin deplasarea negatiei. 

Pentru forma „Toţi S sint P" vom avea „Nu este adevărat 
că toti S sint P", „Unii S nu sint P" şi „Unii S sint поп-Р”, 

Ín ce priveste raportul unei negative cu afirmativa care 
are aceiaşi termeni constatăm: 

— negația unei propoziţii nu este totuna cu contradictoria 
în genere, ea este doar un caz de contradictorie, căci pe de 
o parte afirmaţia însăşi este contradictoria negatiei, iar pe 
de altă parte contradictoria afirmației poate avea ea însăşi 
formă afirmativă (ex. „2 — 4 sau 2 < 4” este contradictorie 
lui „2 > 4%), 

— negativa poate fi raportată la o afirmativă cu aceiaşi 
termeni în unul din modurile: ca o negatie totală (contrarie), 
ca o negatie parţială (contradictorie), ca о negaţie slabă 
(subcontrarie) cînd pot fi şi amîndouă adevărate. 

De exemplu, pentru „Toţi S sint Р” propoziţia „Nici un 
S nu este P" este o negatie totală, iar „Unii S nu sint Р” 
este o пераје parțială. Faţă de „Unii S sint Р”, „Nici un S 
nu e P” este totală, iar „Unii S nu sint P" este slabă. 

Їл acest text noi vom intelege prin ,,а forma negatia unei 
propozitii" a construi propozitia negativá contradictorie 
(poziţia negatiei putind fi diferită). 

Exemple. „Toate numerele naturale sînt numere întregi”. 
Negatia ei va fi „Nu toate numerele naturale sînt numere 
întregi”. 

Pentru propoziţia „dacă plouă îmi iau umbrela” negația 
va fi „nu este adevărat că «dacă plouă îmi iau umbrela»” 
sau forma şi mai interesantă „plouă şi nu-mi iau umbrela”, 

Pentru propoziţia „cel puţin doi sportivi români au vîrsta 
de 15 ani” negația va fi „nici măcar doi sportivi români nu 
au virsta de 15 ani”. 


О problemă care interesează nemijlocit logica propoziţiilor 
este caracterizarea lor din punctul de vedere al valorii logice. 
Ca rezultat se obţine ceea ce s-a numit „reguli de adevăr”. 

Reguli de adevăr pentru negatie 

i) Dacă p este propoziție adevărată, atunci non-p este 
falsă (şi reciproc). 

ii) Dacă p este propoziţie falsă atunci non-p este adevărată 
(şi reciproc), 

Exemple. „2 > 1" (adevărată), ,,2 1” (falsă) ,,2 = 1?" 
(falsă) „2 = 12” (adevărată). 

iii) Dacă o negatie se aplică altei negatii atunci obţinem 
o dublă negatie care este echivalentă cu o afirmație. 

Simbolizare. În logica matematică ne tolosim de expresia 
„non-p” (sau „nu p” sau „nu este adevărat p”) numai pentru 
citire, în scris negația este reprezentată de un simbol. Noi 
vom utiliza simbolul ,, —" şi vom scrie АР" (citește „non-p”). 
Se ша! utilizează semnele (|, ~, ', N și se scrie respectiv 


1, ~}, $^ Np. 


б. Propozitia conjunctivà. Propozitia conjunctivă este de 
forma „р si ч”. Ex. „Napoleon a învins la Austerlitz și а 
pierdut la Waterloo". Propozitia conjunctivá constá din douá 
sau mai multe propoziţii legate între ele prin conjunctia ,,61” 
sau prin alte conjunctii care au sens asemănător cu al acesteia 
(ex. „cu”, „dar”,, iar” s.a.m.d.) Uneori joacă rol de conjunctie 
virgula, ca în exemplul ,,оп, Gheorghe, Mihai și Dumitru 
sînt studenţi”. Se poate de asemenea exprima și prin „р în 
timp ce q”. 

Conjunctia poate să stea între propoziţii (ca în primul exem- 
plu) sau între termeni (ca în al doilea exemplu). Conjunctia 
este o legătură foarte slabă ea înseamnă că stările de fapt 
(între care există o oarecare altă legătură) au loc deopotrivă: 
Noi nu unim la întîmplare propoziţiile in conjunctie ci numai 
dacă între stările de fapt există o oarecare legătură. De 
exemplu, „2 + 2 = 4 și eu îmi mănînc căciula” nu pre- 
supun vreo legătură (si nu s-a dat anterior un context din 
care să decurgă că are sens să le conjugăm). De remarcat 
este că uneori „și” exprimă o relaţie orientată cum e în cazul 
exemplului ,,Х adormi 51 visă un balaur”. Aci între stările 
de fapt a adormi şi a visa ‘există o ordine ireversibilă (nu poti 
să visezi înainte de a adormi). Sensul în care luăm noi con- 
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junctia aci este indiferent fatá de orientare, ава cum se їп- 
tîmplă їп sistemul ecuaţiilor matematice cînd ordinea ecuaţiilor 
nu are importanţă. 


x+3=5 х-у- 
| 2 


Am spus cá conjunctia poate sta între termeni sau între 
propoziţii, dar se pot stabili reguli de trecere de la o poziţie 
la alta pentru diferite tipuri de propoziţii. 

Fie schema „Toţi S sînt P”. Dacă lui S i se aplică mai multe 
predicate noi avem două posibilități de scriere a conjunctiei. 
„Toţi S sînt P, şi Р, şi Pa ві... ві P, sau „Toți S sint P, 
şi toti S sînt Р, şi ... şi toti S sint P, 12 Analog, даса avem 
un predicat cu mai multe subiecte avem două posibilități 
de scriere: „Toţi S, 61 S, şi ... şi S, sint Р” sau „Toți S, sînt 
P şi toti S, sînt P ві... ві toti S, sint P". Exemple: ,,Rombul 
şi pătratul sint paralelograme" = ,,Rombul este paralelogram 
şi pătratul este paralelogram”. „Pătratul este patrulaterul 
cu toate unghiurile drepte și toate laturile egale” = „Pătratul 
este patrulaterul cu toate unghiurile drepte și pătratul este 
patrulaterul cu toate gale”. (Se înţelege că nu 
orice formă de propoziţie permite astfel de echivalente). În 
continuare ne ocupăm numai de conjunctia între propoziţii. 

Reguli de adevăr 

i) Dacă conjunctia este adevărată atunci toti membrii ei 
sînt adevăraţi. 

ii) Dacă cel puţin un membru al conjunctiei este fals con- 
juncţia este falsă. 


iii) Dacă conjunctia este falsă atunci membrii ei sînt sau 
ambii falsi sau numai unul. În presupunerea că sînt garan- 
tate condiţiile cá nu există conjunctii fără sens și că toate 
sînt adevărate sau false se poate formula și regula: 

iv) Dacă toti membrii conjunctiei sînt adevăraţi atunci 
conjunctia este adevărată. Aceste reguli nu au caracter /огта- 
tiv, ci descriptiv, adică ele nu trebuie interpretate, de exemplu, 
în sensul că dacă luăm o propoziţie adevărată şi o conjugăm 
cu o altă propoziție adevărată atunci obţinem o conjunctie 
adevărată, ci că avind deja dată o conjunctie care este fie 
adevărată, fie falsă (nu fără sens), dacă membrii ei sînt ade- 
văraşi valoarea еі este de asemenea adevăr. 


Regulile de mai sus descriu cum se raporteazá valoarea pro- 
pozițiilor componente la valoarea propoziţiilor compuse. 
Notînd adevărul cu v (veritas) şi falsul cu f (falsitas) iar con- 
junctia cu „p şi q? putem reformula regulile de mai sus astfel: 

i) Dacă р şi q este v atunci p este v şi q este v etc. 

Simbolizare. Pentru a simboliza conjunctia vom folosi sem- 
nul ,,*", si vom scrie „fe q” (citește ,, şi 9''. Se mai folosesc 
semnele: &, Л, (^, К, si se scrie respectiv „p & g”, ,9Л4”, 
»Р(14” şi „K pq". După cum am mai spus o propoziţie 
poate avea mai multi membri, ех. „pegeres”. Dacă o 
conjunctie se aplicá deja altor conjunctii ne putem folosi de 
paranteze, de exemplu: „(2 • q). (9 •7)''. Conjunctia poate 
fi aplicată 81 negatiei, ex. „p • 9'', după cum negația poate fi 
aplicată conjunctiei, ex. „р eq”. Dacă termenii conjuncţiei 
sînt ordonati фу, P2, ... b, atunci o conjunctie de n membri 
poate fi scrisă astfel: 


ПА = Pa fa * b. 


(unde ,,JII" însemnează produs logic, adică tot conjunctia 
numitá astfel din cauza unor analogii cu produsul aritmetic). 
Conjunctia poate fi apoi aplicată ,produselor" astfel: 


” m 
II 2; - II qj 
$21 jel 
(Prin acest fel de scriere se face economie 81 chiar pot fi dez- 
voltate anumite proprietăţi). 


Propoziţii disjunctive. Acestea sînt propoziţii formate 
cu ajutorul conjunctiei „sau” (or a altor conjunctii cu sens 
asemănător) de forma „р sau 0” or „sau f sau g“. Ex., ,,Bol- 
navul de la ORL suferă de gît sau suferă de nas sau suferă 
de urechi”, „вап erai la fata locului sau te ascunsesegi pe 
undeva”. Ínteles apropiat de al lui „sau” pot avea conjunc- 
Ше „ori”, „fie... fie” ş.a. Uneori se foloseşte virgula în loc 
de „sau”, ex. „Ion, Gheorghe sau Dumitru au fost ieri aici”. 

De remarcat este cá ,,sau" are două înţelesuri, un înţeles 
neexclusiv са în primul exemplu (,,bolnavul de la ORL etc”.), 
unde bolnavul poate suferi de una din boli, de două sau chiar 
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! de toate trei, și un înţeles exclusiv са în exemplul „2 < 4 sau 
2 = 4 sau 2 > 4" unde nu e posibil decît un caz („2 < 4”). 
În limba latină pentru ,au" neexclusiv se foloseşte ,,vcl", 
iar pentru cel exclusiv „aut” (aut Caesar aut nihil). În româ- 
neşte există o conjunctie populară asemănătoare cu „aut” 
anume „au” („da au ba?"). În vederea exprimării excluderii 
se mai poate folosi „sau” repetat („sau p sau q”). Sensul lui 
„вац? neexclusiv este prin urmare acesta: cel puţin una din 
stările de fapt are loc, iar sensul lui ,,sau" exclusiv este acesta : 
numai una din stările de fapt (exprimate de propoziţiile com- 
ponente) are loc. 

Exemplele pentru „вац? neexclusiv sint mai greu de dat. 
Iată încă un exemplu: „În triunghiul ABC, unghiul B sau 
unghiul C este ascuţit”, 

Vom conveni să numim pur 51 simplu ,,disjunctie" propozi- 
tia disjunctiv-neexclusivá (sau ,,alternativá"), iar pe - сеа 
exclusivă excludere”, Excluderea o notăm cu + $i vom scrie 
»p +q” (citește „р exclude q”). 

Ca si conjunctia disjunctia poate să se afle între termeni 
sau între propoziţii. Ex. „Unii S sînt P, sau Р, sau... Р,” 
şi „Unii S sint P, sau unii S sînt Р, sau... sau unii S sint 
P,". (Nu in toate cazurile formulárile sint echivalente).* 

În continuare ne vom ocupa de disjunctia (neexclusivă). 

Reguli de adevár 

i) Dacá disjunctia este adeváratá atunci cel putin un 
membru este adevărat. 

ii) Dacă nici un membru nu este adevărat, disjunctia este 
falsă. 

iii) Dacă cel puţin un membru este adevărat, disjunctia 
este adevărată etc. Pentru cazul în care disjunctia este adevă- 
rată conform cu regula i) vom avea trei posibilităţi (pentru 
doi membri): (у v), (v f), (f v). Iată exemple pentru fiecare: 

„Pătratul este dreptunghi cu toate laturile egale sau romb 
cu toate unghiurile egale” (ambele componente sînt adevărate, 
deci avem cazul v v). 

„Orice număr natural n (n > 1) este divizibil cu 20 sau este 
divizibil cu 21” (componentele sînt v f). 

„Orice număr natural este o putere a lui 2 sau orice număr 
natural n (n > 0) este divizibil cu 20” (componentele sînt 


9 Evident, ca și în cazul conjuncjiei ne interesează disjunojia între 
expresii propozijionale. 


f, v). Pentru cazul cînd disjunctia este falsă putem folos: 
exemplul: 

» rice număr natural satisface teorema lui Fermat sau orice 
număr natural infirmă teorema lui Fermat” (componentele 
sînt f, f). 

Simbolizare. Disjunctia se simbolizează prin semnul „М 
şi se scrie „p V q" (citeşte „p sau д”). Se mai utilizează sem- 
nele „(J”, „А si se scrie respectiv „$ U q, „A P q". 

О disjunctie poate avea mai multi membri, ex. „p Vq V7 V 
Vs”. Ea poate fi aplicată si negatiilor, ex. ,2 V q", precum si 
conjuncţiilor (in саге caz se folosesc paranteze), exemplu, 
XP , @)\/(ф - 7)”, or atit negatiilor cît si conjunctiilor, ex. 
„(Ф ° q) М(р + 9), or si disunctiiler ,((pVq) V (q V7)" si 
„(ФМФ V *" si „P (9 • ») etc. Conjunctia și negația pot fi 
aplicate disjunctiei „р • (g V7)", P V9” etc. 

Pentru simplificarea scrierii putem face o conventie: cind 
avem o expresie care conținea atit conjunctia cît si disjunctia 
convenim sá omitem semnul care ne intereseazá mai putin 
şi să scriem literele (or, expresii mai complicate) una lîngă 
alta intelegind că ele se leagă mai intii între ele şi apoi cu 
semnul scris. Ex. în loc de (р • 9) V* putem scrie 99 Vr 
(omiterea conjunctiei) sau (р + q)r (omiterea disjunctiei). 

Dacă termenii disjunctiei sint ordonati: f, f» atunci 
putem scrie: 





DPE VDV Vb 


(unde ,,2" înseamnă suma logică adică disjunctia numită 
astfel din cauza unor analogii cu suma aritmeticá). Disjunctia 
poate fi aplicată 'şi sumelor logice (deci putem utiliza ambele 


semne) : 
2; PV 27 9; 


Termenii „produs logic" si „sumă logică” sînt adesea folosiţi 
respectiv în loc de conjunctie şi de disjunctie. 


ғ d) Propoziţii implicative. Unele propoziții compuse au 

ша „dacă a atunci b" unde ,,а” şi ,,b" pot desemna o cauză 
$i respectiv un efect (implicatia cauzală), două proprietăţi 
(implicația conceptuală), o mulțime de premise și respectiv 
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o mulțime de concluzii (implicatia deductivă). Exemple: 
Propozitia „dacă se încălzește termometrul atunci mercurul 
se urcă” exprimă o implicatie cauzalá; propoziţia „dacă poli- 
gonul (euclidian) are trei laturi suma unghiurilor sale are 
180?" exprimă o relaţie între două proprietăţi (,.сопсерїе” 
cum mai denumesc unii proprietăţile), iar propoziția „dacă 
2 — 21 şi 2 =1 +1 atunci 21 = 1 + 1” este o implicatie 
deductivă. Indiferent de ce „obiecte? vor desemna „a” şi 
,.b" dacă propoziţiile care se referă la aceste obiecte sînt de 
ава natură că de la prima se poate ajunge prin deducție la 
ultima noi vom putea spune că avem o implicatie deductivă 
de la „a” la „b”. Vom exprima această implicatie astfel „dacă 
р atunci q”. Prin urmare „dacă p atunci q? va însemna ,,4 
se deduce din р” (unde р este condiţie suficientă pentru 4 
sau q este condiţie necesară pentru p). Membrul ,р” (care 
poate fi la rîndul lui o propoziție compusă) se va numi ante- 
cedent, iar ,,q" consecvent. 

Reguli de adevár 

i) Este imposibil ca o implicatie adevărată să aibă antece- 
dentul adevărat 51 consecventul fals. 

ii) Dacă antecedentul este adevărat și consecventul este 
fals, implicatia este falsă. 

Pentru implicatia adevărată membrii se pot afla in una din 
situaţiile (v v), (fv), (ff). 

Exemple. Pentru cele trei cazuri de implicatie adevărată: 

„dacă 2 — 1 și 1 = 30 atunci 20 = 39" (vv) 

„dacă 2 = 12 si 12 — 20 + 20 atunci 2 = 20 + 29" (f, v) 

„dacă 2 = 1? si 1? = 0! atunci 2 = 01” (ff). 

Toate aceste trei implicaţii sînt adevărate în virtutea teore- 
mei „pentru orice (a, b, с) dacă а = b și b = с atunci a = c". 

Se observă cá antecedentul (p) este o conjunctie de două 
propoziţii (ex. „20 = 1 si 1 = 30”). Pentru regula ii) avem 
exemplul: „dacă triunghiul dreptunghic are două laturi per- 
pendiculare atunci el are două unghiuri ascuţite egale”. Este 
adevărat că „triunghiul (adică orice triunghi) dreptunghic are 
două laturi perpendiculare”, dar nu este adevărat că „orice 
triunghi dreptunghic are două unghiuri ascuţite egale”. 

Simbolizare. Vom simboliza implicatia prin — şi vom scrie 
„Ё > q” (citește „p implică 4” sau „dacă p atunci q”). Pentru 
implicatie se folosesc şi alte semne ca =), D, С şi se scrie res- 


pectiv $ =) g, p Dq ṣì СЧ. 
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Implicatiei 9-» q îi corespunde inversa (reciproca) д — $- 
Implicatia poate fi aplicată expresiilor formate prin —, +, V 
după cum acestea pot fi aplicate implicatiei. Ex. (q V 7) ^ 
— 7). Ea poate fi aplicată si unor expresii formate tot cu 
implicatia: (f — q) > r etc. 


e. Propozifii de echivalență (notate p = q). Propozitiile de 
echivalență au forma „р dacă și numai dacă qg”. Astfel de 
expresii pot avea de asemenea mai multe sensuri (printre 
care şi dependenţa exclusivă a lui p de д) dar noi vom avea 
în vedere numai sensul: ,,p se deduce din q și q se deduce 
din p". Prin urmare echivalenta se reduce la o conjunctie de 
două implicații р —4q $i q — f. 

Exemplu: ,,Rombul este pătrat dacă şi numai dacă аге 
toate unghiurile drepte” se descompune în „dacă rombul 
este pătrat atunci el are toate unghiurile drepte” (implicatia 
directă) și „dacă rombul are toate unghiurile drepte atunci 
el este pătrat” (implicatia reciprocă). Consideratiile referi- 
toare la sensurile implicatiei pot fi extinse şi asupra propo- 
ziţiilor de forma „р dacă și numai dacă д”. 

Reguli de adevăr 

i) Dacă echivalenta este adevărată atunci ambii membri 
sînt adevăraţi (vv) sau ambii membri sînt falsi (ff). 

ii) Dacă echivalenta este falsá atunci valoarea membrilor 
ei diferá (vf) sau (fv). 

Simbolizare. Vom simboliza echivalenta prin = și vom scrie 
„Р = Ф (citeşte „p este echivalent cu 0” sau „p dacă ві numai 
dacă g”). Se mai folosesc semnele, «, =, ~ și E si se scrie 
respectiv „р — 0°, „p = q", „p~ 4”, ,,Epq". Noi vom folosi 
uneori semnul „==” pentru a marca o echivalență logic adevă- 
rată. Echivalenta poate fi folosită de asemenea în combinație 
cu propoziţiile introduse mai sus, ex. „p = (q • 7)”, „($ =q) = 


= (Ф: ФУ”: 


f. Alte feluri de propoziţii. O propoziție interesantă este 
cea de forma „fie cá nu p fie cá nu q”. Ea este o disjunctie de 
propoziţii negative şi poartă numele de ,,anticonjunctie" sau 
»incompatibilitate". 

Ex. „Fie că copiii slabi nu dorm destul fie cá nu se pot 
ingrága". Incompatibilitatea se simbolizeazá prin / si se scrie 
»Р|д” (citegte: „p este incompatibil cu q” sau „fie că nu e p, 

мэт ENERO 
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fie са nu e q"). Un alt fel de propozitie consideratá in logicá 
este сеа de forma „nici p, nici q”, ea este numită şi ,,antidis- 
junctie". Exemplu : „Nică nu merg la teatru, nici nu rămîn 
acasă”. 

Această propoziţie o vom nota cu „pf q” (citeşte „nici Р, 
пісі q”). Pentru a marca o anumită! (ae între .9/4” si 
»P d" putem utiliza, atunci cînd le luăm în considerație pe 
ambele, în locul notatiei „p/q” notația f лд”. Expresia 214 
se mai scrie Dfq. 


g. Recapitulare a simbolismului. Litere р, q, г, sint vari- 
abile propozitionale (desemneazá propozitii adevárate sau false). 
Semnele —, +, V, +, =, =, |, к se numesc operatori sau 
functori logici sau conectori. Operatorii de forma N, K, A, C, 
E, D, au fost dati de Lukasiewicz şi ei se supun unor reguli 
speciale, iar simbolismul lor se numeşte „scrierea poloneză”. 


2. FUNCŢII DE ADEVĂR 


a. Definiţii. În paragraful anterior noi am analizat o serie 
de propoziţii compuse sub raportul informației în general şi a 
valorii logice. Formulind diferite reguli de adevăr noi аш avut 
în vedere faptul că adevărul și falsul se raportează la judecata 
(informaţia) pe care o exprimă propoziția. Dacă acum vom 
constitui anumite tabele în care vom pune valorile propozitiilor 
componente în stînga, iar pe cele ale propozitiilor compuse 
în dreapta vom obţine anumite „distribuţii” de,valori specifice 
fiecărui fel de propoziţie compusă în parte. Fie regulile de 
adevăr ale implicatiei (materiale). Conform cu aceste reguli 
vom avea tabelul: 





РЧ | РЭЧ 
vy v 
ví f 
fv v 
1f v 


Se observă că tabelul acesta este structurat după anumite 
reguli de corespondenţă, — fiecărei perechi de valori pentru 
(Р, 4) îi corespunde o valoare şi numai una'pentru р-» q. (Ex. 
perechii vv îi corespunde valoarea v). 


Or, prin definitie o corespondentá univocá intre douá mu 
timi de obiecte (nu importá de ce natură) X și Y înseamnă 
functie in care X este domeniul functiei, iar Y codomenit 
O pereche de valori ex. (vv) va fi numită o alegere de valor. 
>» Variabilele (р, q) vor desemna ,,argumentele" funcției, ia 
expresia formatá cu ajutorul operatorilor (ex. p — q) va 1 
numită „expresie funcțională”. Funcţia de mai sus este 
funcţie logică (uneori se spune operaţie logică) în speţă o funcfi 
de adevăr deoarece este definită pe mulțimi de valori logic 
(şi ia valori de asemenea logice). Fiecare funcţie de adevă 
poate fi definită fie printr-un tabel (ca mai sus) numit ş 
„„matrice”, fie prin regulile de corespondenţă (uşor de formula 
pe baza tabelelor), fie pe alte căi. Deoarece în cazul functiilo 
de adevăr intervine presupunerea că pentru a determina valoa 
rea funcţiei este suficient să cunoaștem valoarea argumentelor 
presupunere care nu este valabilă pentru propoziţiile compusi 
corespunzătoare (fără anumite restricţii), noi nu vom ma 
vorbi de aci înainte de propoziţii ca valori ale variabileloi 
ci pur și simplu de valorile logice (у, f) care vor fi tratate сг 
două „obiecte abstracte”. 

În conformitate cu această procedură abstractă vom proceda 
la reinterpretarea simbolurilor. 


l~ Variabilele p, q, г, ... vor desemna entități din multi. 
mea (v, f) în așa fel că nici o variabilă nu va desemna în același 
timp entitatea v și entitatea f, ci una sau alta. 

2. Expresiile constituite cu ajutorul operatorilor (functori- 
lor) —, •, у, etc. vor desemna de asemenea entități din mul- 
timea (v, f) in conditiile impuse de regulile de corespondență. 
Despre ele vom spune de asemenea că reprezintă funcţii de 
adevăr. Se mai poate considera сар, q, г, ... reprezintă funcţii 
propozitionale care pot să devină adevărate sau false (de 
exemplu, ecuaţii). 

Funcţiile de adevăr vor purta denumirile propozitiilor cores- 
punzátoare: negatie (funcția negatiei), сопјипс[іе (functia 


conjunctivà), disjunctie, їтрїїсайе numită si „implicaţie mate- 
rialá," echivalență etc. 


Expresiile 3, +q, руф р 9. Р =9 etc. se citesc așa 


cum s-a arătat mai sus. 


Definiţii. Conceptul de „funcţie de adevăr” se generalizeaz 
în așa fel încît variabilele vor desemna ele însele funcții (functi 
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afirmative), iar ulterior vor fi incluse şi alte feluri де funcții 
decit cele de mai sus. 

Un mod simplu de a defini funcţiile este prin tabele (,,matri- 
ce”). Jată aceste definiţii prin matrice: 


Р|Р pa|p-a Ра |pVa pa |p—a pa|p=a Ра |P-a 24 Р 





ejf ww | о w | v vo v vv v vv f w | f 
fiv vf |f vf |v vf f vf f vf v vef | v 
fe |} fe |v fv v fv| f fv о fo|v 
fif HAMIS Flo ffi 717 flu” 


În stînga sint date valorile posibile ale argumentelor iar in 
dreapta valorile corespunzătoare ale funcţiilor. 

Funcțiile pot fi apoi definite ре baza regulilor de corespon- 
dentà care pot fi formulate pe baza matricelor indicate. Exem- 
plificăm pentru conjunctie: 

i) Dacă p este v ві q este v atunci p*q este v; 

ii) Dacă p este v ві q este f atunci р, q este f; 

iii) Dacă p este f gi q este v atunci р», q este f; 

iv) Dacă p este f și q este f atunci р • q este f. 

(Analog pentru celalte functii). 

Se pot da insá definitii mai scurte $i chiar mai generale 
decit cele date prin matrice. 

(1) Numim negatie funcţia a cărei valoare este v atunci 
cînd argumentul are valoarea f și f cînd argumentul are valoa- 
rea 2 (deci funcţia a cărei valoare este inversă argumentului ei). 

(2) Numim conjunctie funcția care este adevărată atunci 
şi numai atunci cînd toate argumentele ei sînt adevărate. 

(3) Numim disjunctie (alternativă) funcţia care este falsă 
atunci şi numai atunci cînd toate argumentele ei sînt false. 

(4) Numim implicaţie funcția care este falsă atunci și numai 
atunci cînd antecedentul (p) este adevărat, iar consecventul 
(q) cste fals. 

(5) Numim echivalență funcția care este adevărată atunci 
şi numai atunci cînd toate argumentele au aceeași valoare 
(sau toate adevărate sau toate false). 

(6) Numim excludere funcţia adevărată atunci şi numai 
atunci cînd numai un argument are valoarea adevăr. 


(Pentru 448) асна neexclusivă se poate da si urmáteare 
definiție care poate fi comparată cu definiţia excluderii: di 
juncţia este adevărată atunci și numai atunci cînd cel рші 
un argument esje adevărat), 

(7) Numim inconipatibilitate functia falsá atunci 81 numa 
atunci cind ambele argumente sint adevárate. 

(8) Numim antidisjuncfie funcţia adevărată atunci și numa 
atunci cînd toate argumentele sînt false. 

Dacă condiţiile (2)—(8) nu sînt satisfăcute, funcţiile vo 
avea valoarea inversă celei prescrise în definiție. 


b. Unele proprietăţi ale funcţiilor de adevăr. În continu 
аге vom studia proprietățile denumite comutativitate, asociati 
vitate, distributivitate, idempotentá, reflexivitate și tranzitivi 
tate. Fiecare din aceste proprietăţi se exprimă într-o „lege 
logică”. Conjuncţia și disjunctia sint comutative, adică valoa. 
rea lor nu depinde de ordinea termenilor. 


(1) 2.9 = 9р 
(2) Руд= 94ү} 


Aceleaşi sint asociative, adică valoarea lor nu depinde de 
gruparea: termenilor. 


(3) 24(4:7) = (2-4):7 
(4 2V(vn=(evavr 


Conjunctia şi disjuncția sint distributive una față de alta. 


(5) 24(4М7) = (b:9)v (2-2) 

(6) 2 V (4-7) = ($ М4): (2 Vr) 
Semnul == înseamnă logic echivalent, ceea ce este mai mult 
decît simpla echivalență (=). Ori de cîte ori are loc echivalența 
logică are loc şi simpla echivalență (reciproca nu este adevă- 
rată). Tocmai de aceea în loc de = putem scrie = dar invers 
nu întotdeauna. Să considerăm unele exemple. Conform cu 
(1) este tot una dacă spunem „pătratul este dreptunghi și 
pătratul are toate laturile egale sau” pătratul are toate latu- 
rile egale şi pătratul este dreptunghi”, Pentru (2) putem con- 
sidera două ipoteze, va fi indiferent în ce ordine le formulăm: 
x este bolnav de nervi sau x este bolnav de cancer” este logic 
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echivalent cu ,,x este bolnav de cancer sau x este bolnav de 
mervi". Pentru (3) fie o serie de ipoteze medicale. Medicul 
afirmă: 

a) X are carcer si 


b) X are hepatită ан Х are ulcer. 


Cu alte cuvinte pe lingá cancer X mai are cel putin una din 
cele două boli. Nu influențează rezolvarea problemei dacă 
medicul o va formula astfel: 

a) X are cancer şi hepatită sau 

b) X are cancer şi ulcer. 

Pentru (4) analog mediul afirmă: 

a) X are cancer sau 

b) X are ulcer şi hepatită. 

Ipotezele pot fi reformulate astfel: 

a) X are cancer sau ulcer şi 

b) X are cancer sau hepatită. 

Conjunctia şi disjunctia sint idempotente, adică, 


(7) РФ = Р 

8 202 = 2. 

Implicatia şi echivalenta sint reflexive şi tranzitive: 
(9) 2-0 (10 № = р (reflexivitate) 

(1) (6 = 0-60) er) = болай 


(2) (ф-4:8-7)-0-2 

Formulele (9), (10) sint legi ale identitátii, iar (11) si (12) 
lgi ale tranzitivitátii, analog (1)—(8) poartá denumirea 
proprietăţii respective (ex. „legea comutativitátii" etc.). Tran- 
zitivitatea implicatiei poate fi exemplificată astfel: ,,Une]e 
aniamale sînt oameni” se deduce din ,,То{і oamenii sînt ani- 
male”, „Unele animale nu sînt non-oameni" se deduce din 
„Unele animale sînt oameni” prin urmare ea se deduce ві din 
-Toți oamenii sînt animale". Tranzitivitatea echivalentei poate 
fi exemplificată ре baza transformărilor echivalente : 

1,2% + 3 = 5” зе transformă în ,2x = 5 = 3”, iar 
aceasta in ,,22x = 2" prin urmare ,2x + 3 = 5" este 
echivalentá cu „2х = 2". 7 
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Existá si alte proprietáti care vor fi introduse ulterior o dat 
cu indicarea principalelor legi logice. 


c. Relaţii de echivalență între expresiile logice. Unel 
expresii funcționale sînt echivalente cu altele prin definiție 
Astfel p — q poate însemna „nu este adevărat р (sau altfel 
este adevărat 4”, adică f үд. 

La rîndul ei echivalenta este o conjunctie între implicatia 
directă şi cea inversă (reciprocă) (p + д • q — p). Aceasta 
inseamná cá in exprimare ne putem dispensa uneori de anu- 
miti operatori definindu-i prin altii. Putem alege diferiti 
operatori de bază, restul reducindu-se la aceștia prin definiţie. 
Desigur, nu orice grup de operatori poate constitui o bază 
pentru toti ceilalți. Iată cîteva posibilități (+, —), (V, —), 
(=, —) (•, ү, —) (/), (2). 

Grupul (•, V, —) formează grupul de operatori al așa-numitei 
„algebre booleene”. Ne vom opri tocmai asupra acestui grup. 
Iată definițiile corespunzătoare ale restului operatorilor. 


(13) 2-4:52У49 (16) 7 = g = 4:1} 

(14) 2/6 =?vă, (17) 2414-4244, 

(15) 2-4-224У24 | 

Nicod a redus toate expresiile functionale la exprimarea 
doar cu ajutorul operatorului/ (denumit și operatorul lui 


Sheffer). 


(18) ? = 2/2 (23) 2 Va = (blbyala) 
(19) +a = (219) 1(819, (24) $ — д = 01019) 
(20) 2 +9 = ((2/0414))14910219))) 

(21) >= 9 = ((0/0919))/(910012))1(001919))1410212))) 
(22) pr 9 = (PIANU 10419) 


Functorul „ este de asemenea suficient pentru a-i defini pe 
toti ceilalti prin el. 


d. Tabelul funcţiilor bivalente. La întrebarea cîte funcții 
neechivalente putem construi pornind de la n variabile putem 
răspunde cu ajutorul egalităţii: 

N = m” 
unde m = numărul de valori logice admise iar n numărul de 
variabile. 
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Dacă m = 2 (adică v, f) şi n =2 (adică p, q) vom avea 
ТУ — 16. Aceste 16 funcţii pot fi reprezentate într-un tabel. 


(Fiecare funcţie va fi notată apoi prin f; unde i este indice 
mmuneric). 


1 Ve ee IG pergo 





РЧ 9 1011 15 16 
vv у у у у у у у ví ft f f Ї f f Ї 
ví v v v v ЇЇ Ї1 1 v v v v £d i f f 
fv у у Ї Ї у у f£ f v v f f v v f Ї 
îi у fv fi у Pi v { vf у f у f у Ї 


Unele din funcţiile din acest tabel au fost deja studiate: 


fe = PV, f= >h, Һ =}, = р ә 9, = 9, 

= (£ = 9), fs = Bea, fa = 010. fo = р + 9, 

= 0 Ља = Ле = р 9 

Nestudiate sint încă funcţiile fj, №, fu și fie 
Funcţia f, poartă numele de „lege logică” sau tautologie" 
o „funcție identic-adeváratá" sau „identitate logică”. 
_ Funcția fi; este negarea implicatiei, fj, este negarea implica- 
i inverse, iar fj, este contradictia (funcția identic-falsă). 
general funcțiile pot, conform cu acest tabel, să fie clasi- 
te în trei categorii: legi logice (tautologii), contradicții şi 
ctii. realizabile. 












Iată definiția fiecăreia din cele trei. 


Numim lege logică funcția logică adevărată independent de 
valori iau argumentele sale (din mulțimea (v, f)). 

Numim contradicție acea funcție logică falsă independent 
ce valori iau argumentele ei din mulțimea (v, f). 

Numim funcție realizabilă funcția logică adevărată cel puțin 
-un caz. 

De observat este că în tabelul de mai sus funcțiile sînt opuse 
etric față de jumătatea tabelului (f, este opusă lui fis, 
lui fis etc.), adică fi,,, = fig, (unde n = 0, 7). De aci 
urge cá unele funcții pot fi echivalate cu negația altora şi 
i că putem opera o reductie a exprimării. Din tabel decurge 
diat că în loc de 16 funcții putem utiliza 8, iar restul să 
introduse prin definiție cu negatie a celor 8. Vom vedea 
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cá o авешепеа reductie joacá un го! fundamental ín logici 
şi cá ea stă la baza transformărilor calculatorii din aceasti 


ştiinţă. р 


3. PROBLEMA? DECIZIEI 


Problema fundamentalá a logicii simbolice este problema 
deciziei. Această problemă se formulează în felul următor: 
fiind dată o expresie logică și să se decidă dacă ea reprezintă 
o lege logică (tautologie), o contradicţie sau este o funcție simplu 
realizabilă. n 

Această problemă poate ezolvată prin mai multe mijloace 


din care amintim: a) prih eliminarea meptată a necunoscute- 
lor; b) Бэр эгтэй pe baza Metoda 2 Elimi- 


[n зун deciderii pe baza unor raționamente prescur- 
tWfe este necesar să reținem cîteva reguli mai importante care 
decurg din definiția, funcţiilor de adevăr. 

R,) Dacă un membru al conjunctiei este fals, atunci conjunc- 
На va fi falsă; 

К,) Dacă un membru al (Бадолерд este adevárat atunci 
.valearea ei va depinde de-restul membrilor; 
^ Ву) Dacă un membru айв шерь este adevărat, disjunctia 
va fi adevărată; 


R,) Dacă un membru al disjunctiei este fals, valoarea ei 
va depinde de restul membrilor; 


; Rs) Dacă consecventul implicatiei este adevărat, implicatia 
a fi адвуйгасат 


R,) Dacá antecedentul implicatiei va fi fals, implicatia va 
i adevărată ан 

R;) Dacă consecventul implicaţiei va fi fals, implicația va 
epinde de antecedent; 
2 R,) Dacă antecedentul implicatiei va fi adevărat, valoarea 
implicatiei va depinde dé consecvent; 

R) Dacă un membru al incompatibilitátii va fi fals, incom- 
patibilitatea va fi adevărată; 

К) Dacă un membru al incompatibilității va fi adevărat, 
valoarea incompatibilitátii va depinde de celălalt membru; 
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Ra) Dacă un membru al antidisjunctiei este adevărat, 
amtidisjunctia va fi falsă; 

К,,) Dacă un membru al antidisjunctiei va fi fals, valoarea 
ei va depinde de ceilalți membri. ` 

Exemplul 1. Sá se decidă prin raționamente bazate pe 
regulile indicate asupra expresiei (Ф > ($ +9)) V$. 

Se observă că dacă presupunem cá p este fals, 5 va fi ade- 
vărat (conform cu definiţia negatiei) și deci toată disjunctia 
va fi adevărată. 

Dacă însă p este adevărat atunci р va fi fals si deci conf. 
ca R, valoarea va depinde de celălalt membru. 

Vedem deci ce se întîmplă în continuare cu celălalt membru 
atunci cînd rationám mai departe în virtutea lui p este ade- 
várat. Dacă p este adevărat p — (р + q) va depinde conform 
cu К, de р +q. Deoarece p este adevărat, excluderea 
va depinde de 4. Presupunem în continuaré cá q este adevărat, 
atunci excluderea va fi falsă (deoarece p a fost deja presupus 
«a adevărat), implicatia va fi falsă (R,), iar disjunctia va fi 
falsă (ambii membri sint falși). Dacă q va fi fals, p + д va fi 
adevărat, implicatia adevărată, si disjunctia adevărată. Prin 
urmare, deoarece disjunctia este numai într-un caz adevărată, 
ca nu reprezintă o lege logică (nici o contradicţie), ci o functie- 


sgalizahilá. 

Procesul de mai sus poate fi prezentat mai pe scurt dacá 
vom proceda intrucitva analog cu modul în care se rezolvă 
ecuaţiile in algebră punînd constantele іп locul variabilelor 
g aplicînd „regulile de operație”. 

acest scop este chiar mai comod să utilizăm pentru con- 
stantele v, f semnele cifrice 1, 0. Mai mult, ele ne vor ajuta 
ma utilizăm și alte analogii cu algebra. 

Convenţie. 1 = v, 0 xf. (Adică 1 va desemna adevărul, 

0 va desemna falsul). Toate tabelele vor putea fi refăcute 
conform cu această convenție. De exemplu, 


Ф|? devine |Р 


0 
1 





v 


Ч 





0 





această convenţie ри se transformă logica in aritmetică 
а сі se obţin avantaje în minuirea limbajului şi in intro- 
rea unor procedee de lucru ce ţin de exprimarea cifrică. 
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Notind apoi expresiile logice cu А, B, C, ... putem da ¢ 
o formulare mai concisá regulilor de mai sus, substituindu-l 
un зїг de echivalente. 


В,) A-0—0, R) A- 1—A, Ry) AVI = 1, R) Ay0 =: 
R) А-1-1, R) 0-А-1, R) A20—À 
Ry 12A—A ; В.) 0JA-1, Ку) IJA=Ă, Ry) 12А-0 
R4)0ZA—À, Ry) 1 +A = 4, 0+ A =A, Ry) (1= 
= А) = А, (0— A) - À. 

Revenim asupra exemplului 1. 


Sup. p = 0. Concluzii $ = 15i (P > (£ -9) М? = 1 


Sup. p = 1. Concluzie Ф = 0. Disjunctia va depinde d 
celálalt membru. Continuám deci rationamentul asupra aces 
tuia, punind valoarea cunoscută în locul variabilei 5,(1— 
- (1 + q). Valoarea implicatiei depinde de 1--q, iar 1 +; 
de ipotezele în legătură cu g. Sup. q = 1. Concl. 1 +g = 0. 
1 >0 =0, disjunctia va fi 0. Sup. q = 0. Concl. 1-4-4--1, 
1 — 1 = 1, disjunctia va fi 1. O nouă prescurtare se poate 
obține dacă agezám ipotezele (supozitiile) si concluziile unc 
dupá alta fárá comentariu dezvoltat. 


Sup. p = 0. 
Cond. $ = 1 зі p > (р + Фф М1 = 1 
Sup. ф = 1. 


Cond. $ = 0; (15 (1+ 9) 0 = (1g VO— 1+9 
Sup. 4 = 1. 

Cond. (15 (1 + 1)) М0 = (150 УО = 0у0 = 0 
Sup. q = 0. 

Cond. (1 > (1 + 0)) У0 = (151) М0 = 1y0c- 1. 


Prin urmare, deși adevărată, într-un caz, expresia noastră 
nu e adevărată în toate. 


Exemplul 2. Să se decidă asupra expresiei 2 УМ (1:7) - 2 
Sup. 9 = 1. Conf. cu К, expresia este adev. 
Sup. ф = 0. Aplică R,-UV(g-7) > 0 = 1ү(9:7) > 0 = 
-1-0-0-0-1. — 
A 
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Este deci suficient 88 facem ipoteze asupra lui p pentru a 
elimina toate necunoscutele $i a decide. Expresia este o lege 
logicá. 

Exemplul 3. Să se decidă asupra expresiei (р • q) > уз. 

Sup. р = 0. 

Conc. (0:4) > rys = 0 > rys = 1. 

Sup. р = 1. 

Cond. (1-9) э Vs =q 7 М5. 

Маі departe trebuie ва facem noi supozitii in vederea elimi- 
nării necunoscutelor. 

Sup. 9 = 0. Cond. 05 ү5 = 1 

Sup. 4 = 1 Concl. 1 ғ үѕ = 7 ү 

Avem din nou nevoie de supozitii. 

Sup. z = 1. Cond. 1 > 1ys— 1 -1-1-0-0. 

Sup. 7 = 0. Cond. 1 > 0ys = 1+5. Din nou supozitii, 
pentru s. 

Sup s = 1. Cond. 1» 1= 1-0 = 0 

Sup s = 0. Con. 1+0=1 1 = 1. 

Deoarece rezultatul eliminării lui p este într-un caz 1, iar 


rezultatele restului eliminárilor este o dată 0 și o dată 1, 
avem de a face cu o funcţie realizabilă. 

















b. Metoda matricelor. O metodă foarte simplă de rezolvare 
este metoda matricelor. Ca 51 în cazul matricelor unei funcții 
se aşază în stinga tabelului sus argumentele (р, 9, г, ...), 
se descompune expresia în expresiile componente din ce în 
ce mai simple pînă se ajunge la variabile, se așază în dreapta 
expresiile în ordinea complexităţii crescînde şi se decide asupra 
lor pe rînd în funcţie de datele anterioare pînă ce se obține 
soluția expresiei date. 


Exemplu 1. Să se decidă asupra expresiilor. 
a) p > (1-2) 

b) ($ V9) >4 

c) (944) > (6-9 (9-4) 


d ($ Va) = 2Va 




















8 ) 8) 22 2 2 
Pa | gep |p — (9°) Pa | Р | Бус | (РМ) — ‹ 
11 1 1 u 0 1 1 
10 0 0 10 0 0 1 
01 0 1 01 1 1 1 
00 0 1 00 1 1 0 
в) М 
Pa | 9 | p.q *9) — (Ред) М(Рг4)) 
11 0 1 0 1 1 
10 1 0 1 1 1 
01 0 0 0 0 1 
00 1 0 0 0 4 
4) m 
Pa | ру РУ4 ЕД “м |a| NE| E PVa = РМа 
11 1 0 0 
10 1 0 0 
01 1 0 0 
00 0 1 0 


Prin urmare, a) și b) sînt funcţii realizabile, c) este o funcţie 
identic-adevărată (lege logică), iar d) este o contradicție. Deși 
foarte simplu, procedeul matricelor devine practic inutilizabil 
pentru mai mult de trei variabile. 


Exemplul 2. 
а) (ФУ9:(У7)-1-7) 
b) р.у) = V (рт) 


(ФМ) e (ЧҮ) (PV) GV) =p) 








P |a | Бүз | sv | s 








= к nm O О О О 
= = O о ы оо 
тэй жака ма CD СО ка кл 
ма pm P ы Суы С) 
мы Om СОО о м 





м ыч О энд уз ка О ма 





par | РМа per | didis! | РМ(Р е) |р+(р\/д) = EV (per) 





111 1 1 1 0 0 
110 1 0 1 0 0 
101 1 1 1 0 0 
100 1 0 1 0 0 
011 1 0 0 1 0 
010 1 0 0 1 0 
001 0 0 0 1 0 

0 0 0 1 0 


Prin urmare functia a) este o lege logicá, iar functia b) este 
contradictie. 


c. Metoda formelor normale. Pe baza relaţiei de echiva- 
lentá logică între anumite expresii noi putem efectua operaţii de 
transformare echivalentă în virtutea unor reguli logice. Tre- 
cerea de la o expresie logică la alta echivalentă cu ea în virtu- 
tea anumitor reguli logice ne dă posibilitatea să decidem asupra 
unor expresii pe baza altora. Pe de altă parte, despre valoarea 
unei funcţii putem decide în anumite cazuri dacă ținem seama 
dc o serie de corelaţii între anumite proprietăţi structurale 
(„sintactice”) şi cele de valoare (,,semantice"). 

n general vorbind, din anumite proprietăţi structurale ale 
unei expresii noi putem conchide la alte proprietăţi. Se impune, 
desigur, ca proprietatea dată să fie univoc reprezentată de o 

roprietate structurală a expresiei. 
| Asemenea “expresii care au anumite proprietăţi structurale 
in care noi putem conchide existenţa altor proprietăţi pentru 
expresia dată și pentru orice altă expresie echivalentă cu ea 
se numesc expresii canonice” sau „„normale”. | аса ín arit- 


om 5 А FEE! 2 _ 4 8 
metică ве cere ca din şirul de fracții —= — = — = — = 
3 6 12 24 


să se aleagă fractia care va reprezenta univoc pe oricare din 
mulțimea fractiilor considerate atunci noi va trebui să găsim 
o asemenea fractie care are anumite proprietăți ce nu mai 
aparțin altei fracţii din mulțimea considerată. O astfel de 
fracjie este aceea care are proprietatea de a fi „ireductibilă”, 


me . 2 2 E 
їл cazul nostru — . Prin urmare, dacă o fractie ч este ireduc- 
3 


tibilă, noi putem spune cá ea reprezintă univoc toate fracțiile 
din mulțimea considerată. 


Хїл lo ogică există expresii de o structură tip la care pot fi 
reduse prin transformari echivalente alte expresii şi care dato- 










ҮЕ ormele normale 
lor bază. Noi 
, adieà 


expresii tá ormale””, 
se construiesc în шаг de clasa operato 
vom conside 






cele construite cu operatorii (—, », V). În funcţie de opera- 
torul principal (care dá denumirea funcției) avem două form 
normalefforma normală conjunctivăi forma normală disjunctivd. 


Definiţii 
(1) Numim termeni primi variabilele și negatiile lor (№, q, 
Y... 2.47» уола): 

(2) Numim conjunctie primă orice termen prim și orice 
conjunctie de termeni primi (ex. p, 7, p 4.94 .) 

(3) Numim disjunctie primă orice termen prim si orice dis- 
junctie de termeni primi (ех. №, 9, РУ, P М9. ...) 

Din aceste definitii decurg unele concluzii importante cu 
privire la conjuncţii și disjunctii: a) se admite și cazul cînd 
avem conjuncții (resp. disjuncţii) cu un singur membru, b) în 
anumite cazuri una $i aceeaşi expresie poate fi tratată ca 
membru al unei conjunctii cu un singur membru sau ca membru 
al unei disjunctii cu un singur membru. Se poate de asemenea 
vorbi de conjunctii $i disjunctii cu o mulțime vidă de argu- 
mente. Conjunctiile (resp. disjunctiile) cu un singur membru 
pot fi tratate ca avînd restul membrilor vizi. 

(5) Numim formă normală conjungtivă conjunctia oricărei 
mulțimi de__disjuucţii prime. 

(6) Numim formă ї normală _disjunctiuă — disjuncgia—ericárei. 
multimi de conjunctii prime. Cazuri interesante. Termenii 
primi vor fi atit forme normale conjunctive cît si forme normale 
disjunctive, la fel conjunctiile prime şi disjunctiile prime. De 
exemplu, p, g,7 — f.q,r, — siresp. peg, b V3. Va, 

Cind in calcul se introduc și constantele 1 (adevărat) și 0 
(fals) noțiunea de formă normală se generalizează și în raport 
cu aceasta”. În funcţie de un alt limbaj formele normale pot 
primi şi alte definiţii. 


9 Vezi lucrarea noastră „Introducere în logica matematică” (р. 56—57, 
60-61). 
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d. Proprietáti ale formelor normale] O proprietate gene- 


гаја a formelor normale constă în aceea cá negația cade numai 
pe variabile O altă proprietate constă în "aceea că operatorul 


. . . . . Мелик ургурлар. Бан 

а denumirea for (conjunctia, respectiv 

isjunctia) nu apare ín ii iei, Prin definiție, se 

înțelege că ormale nu apar alți operatori decît 
2225-2--5-2-2-05 


„у, —. 

Expresiile $ Vg, ($ + 9) Vr. B У(4:7), РУ (q үр) sint 
forme normale, dar expresiile p — q, р · 9, Vg р, (4, Ф), 
P V (q V r) nu sint forme normale, deoarece nu satisfac proprie- 


tátile de mai sus gi, se intelege, nici definitiile date. 





Deoarece orice expresie poate fi transformată, pe baza anu- 
mitor reguli, în expresie de formă normală echivalentă cu ea, 

dată ce am decis asupra valorii formei normale am decis și 
u privire la orice altă expresie echivalentă ei.. 


(7) Clasa tuturor expresiilor echivalente cu o expresie dată 
poartă numele de „clasă de echivalență”. 
De aci decurge că a decide asupra formei normale înseamnă 
a decide asupra clasei ei de echivalente. 
WERL D en MM Ma 


e. Cum se decide cu ajutorul formelor normale? Mai 
întîi stabilim două corelaţii initiale între proprietăți struc- 
turale și valoarea logică. 
| a) Expresia de forma A VĂ este totdeauna adevărată (lege 
^ . v 2 
logică). 

b) Expresia de forma А • А este totdeauna falsă (contra- 
ісе). 

Aceste două propoziții pot fi demonstrate pe baza matri- 
celor. 


Prin urmare, putem scrie 1672 21 i A+ А =0. Pe de 
altă parte, AV Ж ше face р irte dintr-un membru disjunctiv 
(membru al unei conjunctii) iar A + А parte dintr-un membru 
conjunctiv (membru al unei disjuncții). Fie x V A V À о dis- 
junctie unde « reprezintă restul membrilor. Conform cu 
АУА =l şi cu echivalenta AV1 = l, vom avea «МАМ 
VâÂ=aVvl=l. 

Fie a + A e А o conjunctie unde o reprezintă restul membri- 
lor. Conform cu А * А = 0 ві cu echivalenta А * 0 = 0, vom 


ат 


avea х. A. А = а • 0 = 0. De aci se deduce cá dacă o 
conjunctie este formată numai din membri de forma a VA VĂ 
fiecare membru al ei va fi adevărat gi deci toată conjuncția 
va fi adevărată și dacă o disjunctie este formată numai din 
membri de forma х • A + А fiecare membru al ei va fi fals 
şi deci toată disjunctia va fi falsă (se presupune că în ambele 
cazuri х poate fi 61 vid). De aci decurg următoarele criterii 
(în fond, teoreme) de decizie în formele normale: 

1. Dacă în fiecare membru al formei normale conjunctive 
este conținută o expresie de forma A VĂ atunci forma nor- 
mală reprezintă o funcţie identic-adevărată (lege logică, 
tautologie). 

2. Dacă în fiecare membru al formei normale disjunctive 
este conținută o expresie de forma A . А atunci forma пог- 
mală reprezintă o funcție identic-falsă (irealizabilá, contra- 
dictie). 

3. Oricare expresie din clasa de expresii echivalente cu forma 
normalá respectivá va avea aceeagi valoare ca gi forma nor- 
mală. 

4. Pentru a decide asupra valorii unei expresii este suficient 
8-0 aducem la forma normală, dacă nu are loc nici cazul 1, 
nici 2, atunci avem o funcție realizabilă. 


f. Cum se aduce la forma normală o expresie? 

a) Dacă există operatori care nu trebuie să apară în forma 
normală îi eliminăm conform cu definițiile date mai sus. Ex. 
în loc de А-» В vom pune А V B, în loc de А/В vom pune 
A.B etc. Е йэ: 

b) Dacá negatia nu cade pe variabile о coborim conform 
cu regulile: 





(bi) А se inlocuieste cu À, 

(Ь,) А. B se înlocuiește cu A yB 

(b) AVB se înlocuieşte cu A.B 
(adică conform cu legea dublei negatii şi aşa-numitele legi 
ale lui de Morgan). 


(с) După efectuarea operațiilor conform cu (а) ві (b) aducem 
expresia la forma normală dorită pe baza regulilor de asocia- 
tivitate gi Ai stribuitivitate. Ordonarea membrilor se poate 
face pe baz( comunicatii, T 
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Exemple. Să se aducă la forma normală expresiile 
€) (2-/4)-(4-7)-42- r), (5) $25(42). (с) (5-9 = 
(d) (2/9) • (912). Rezolvám prima expresie. 

(9 (P (6) (6 n 


Trebuie sá eliminám operatorul implicatiei. 


(PVD OVANEN?) 
Coborim negația pe variabile conform cu regulile (Ь,) —(Ь,). 
ФудуЧуў}у?у” 
(0-4) УҮй-Э УР У? 
(2-4) У (449) VP V^ 
Se observă că aceasta este o fin. disjunctivă. Conform cu 
criteriul de decizie ea nu reprezintă o contradicţie și deci 
expresia iniţială (echivalentă cu ea) nu exprimă o contradicţie. 
, Pentru a ajunge la f.n. conjunctivă trebuie să distribuim 
de cîteva ori disjunctia faţă de conjunctie.! 
Putem pentru simplificare să scriem expresia fără semnul 
disjunctiei (f - 9)(9 • pr. 
Distributia o putem incepe cu partea (9 * d adicá vom 


distribui br față de 44 Я și vom obține (?-0)(2945 2. 
Distribuim apoi (р, д) faţă de 274, РЙ 81 еа" 


(2: йд. (297) ) ҮР) 
Distribuim ín continuare Bra. faţă de Ра, şi pe тА Хаҳа 
де ф • 9, obținem: Prap • 9744" rb. + трд. ceea ce este 


f.n.c. Se vede că în fiecare membru este conținută o expresie 
de forma A VĂ, adică în primul PV. in al doilea 9 V9, 
in al treilea р V f, în al patrulea p V $. Prin urmare, avem o 
lege logicá, iar expresia (a) este 51 ea o lege logicá. 

n continuare vom pune formulele una sub alta fárá a indica 
operatiile. 


b) >>) | 9Ч(1-2) 
? V (aV) b. (4-3) 
2-(1М2) 244:2 


Ultima expresie p • q • р poate fi tratată atît ca formă nor 
mală conjunctivă cu membrii ф, q, f cît şi ca formă normal 
disjunctivă cu un singur membru (f • q* р). În această ultimi 
calitate se vede cá ea contine în unicul membru o expresie 
de forma A + А (adică aci 2-9.) ceea ce înseamnă că repre 
zintă o contradicție și deci că (b) este o contradicţie. 


(с) (0-9 = 2 
((2-q) =£) (р (р - q)) (descompunerea echivalentei їг 
implicaţii 
(2-4 VP) (PV (+0) 
(P VaV E). (РУ (2 · 9)) 
Pap -PP -P4 
Aceasta este o f.n.c. Funcția reprezentată nu este lege 
logică. 


Vrem să vedem dacă este contradicție, deci o aducem la 
f.n.d. Reintroducem semnul disjunctiei. 


(P Va VPIP VAEVA) 
булу PIE V dP V G V p 
(P Va V DPP V Ba VPE V ba) 

(ФУЗУРФРМУ(УЯУЭ24У (P У4ҮР/РРУ(Р УЯУ2) 24 
bPPNPPANPPbNPIbNPaU VPI УРРР УРР4 УРРЬ V DIP V 

МУР. 7 1 i 
Se observă că nu exprimă o contradicţie. De remarcat este 
că în această formulă o serie de membri se repetă. Conform 


cu legea AVA = А (Мешроїеша) noi îi putem reduce fără 
a influența nici valoarea expresiei, nici procesul de decizie. 


(à) 2142 ((6 V)-GVD| (b V2-2 V (6 V 2-2) 
2-9-4" | PiP (Enc) | Pava VAA Vap (аа. 


Ca gi expresia (c) expresia (d) este o funcție simplu reali- 
zabilă. 
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4. LISTA PRINCIPALELOR LEGI LOGICE 


O datá ce am expus procedeele de decizie cititorul poate 
face cunoştinţă cu lista celor mai importante legi logice. 

Într-un paragraf anterior a fost dat deja un grup de legi 
logice (1)—(23) unele referitoare la anumite proprietăți ale 
funcţiilor, altele referitoare la echivalenta funcţiilor (definirea 
unor operatori prin alții). 
(24) p-(7Va)=7 (25) PV(2-9) = ф (legile absorbției) 

-De exemplu, valoarea propoziției „ba plinge, ba plinge sau 
se vaitá" se reduce la valoarea propoziției ,,plinge" (se consi- 
deră că avem o persoană bine determinată la care ne raportăm), 
la fel pentru „ba dansează, ba dansează ori cîntă”? valoarea 
se reduce la valoarea afirmației ,,dansează”. Analog pentru 
(25) „Cîntă sau cîntă si dansează”, ,Huliganul înjură sau 
înjură și se bate”. 


(26) $ > р (27) = $ (legile dublei negatii). 

De exemplu, „Nu este adevărat cá «2 nu diferă de 4»", 
prin urmare, 2 diferă de 4" (pentru 26) şi „3 > 2 dacă și numai 
dacă nu este adevărat că 372”. 

(28) Ре4-2У4(29) p Vq =F - q (legile lui de Morgan). 
„Nu-i adevărat că ninge şi plouă” ceea ce înseamnă cá „nu 
ninge sau nu plouă”. 

„Nu-i adevărat cá un huligan vorbeşte frumos sau este 
pașnic” ceea ce înseamnă că „un huligan nici nu vorbește frumos“ 
şi nici nu este pașnic”. 

(30) 2 (9 > 2) (31) Я — (р > q). Acestea sint legi ale impli- 
сайе! materiale care spun că adevărul decurge din orice (30) 
si respectiv că falsul implică orice (31), ca în cazurile: 

„Dacă toti oamenii sînt ființe rationale, atunci cel puțin 
unele fiinţe raţionale sint oameni (adevărul decurge din ade- 
văr). 

„Dacă toti oamenii sint octogenari, atunci cel puţin unii 
octogenari sînt oameni”, (adevărul decurge din fals, adică 

1 implică adevărul). 

„Dacă nici o pasăre nu este animal, atunci nici un animal 
nu este pasăre” (falsul implică falsul) 

(32) (2—7)—7 (33) (ф-4)-(ф-0)- F (legile reducerii 


la absurd). 
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„Nici o propoziţie nu este adevărată” implică faptul c 
nici propoziţia „Nici o propoziție nu este adevărată” nu est 
adevărată, prin urmare, Nu este adevărat că „nici o ргорс 
ziție nu este adevărată” (exemplu pentru (32)). 

„Triunghiul echilateral are un unghi drept”. De aci decurg 
că „nu toate laturile sînt egale” (căci la unghiuri inegale s 
opun laturi inegale), iar din faptul că este echilateral decurg 
(prin definiție) că „toate laturile sînt egale”. Prin urmare 
nu este adevărat că „triunghiul echilateral are un ungh 
drept”. 


(34) (рф ә р (resp. (-9)—54) (35) p — ($ V 9) (resp 
q > (PV 0). 

Legea (34) spune cá conjunctia implicá partea sa, sau c: 
dacă este adevărată conjunctia atunci este adevărat şi ur 
membru oarecare al ei, iar legea (39) spune cá disjunctia este 
implicată de partea sa, sau că, dacă este adevărat un membri 
oarecare al disjunctiei atunci este adevărată disjunctia. 

(36) (( — q) - 2) — q (legea modus ponens) 
Dacă este adevărat cá p — q şi dacă este adevărat p atunci 
este adevărat 4. 
(37) p - р (legea noncontradictiei) 
Nu este adevărat cá p şi non-p. 
(38) p V. (legea tertului exclus) 

Este adevárat p sau este adevárat non-p (or, p este adevárat 
sau p este fals). — 
(39) pg V pq = p (40 pq • рӯ = p (legile excluderii). 

„„Plouă si stau în casă sau plouă și nu stau în casă” este echi- 
valentá cu „plouă”. 

,jPlouá sau e vreme friguroasă și plouă sau nu e vreme frigu- 
roasá" este echivalentă cu „plouă”. 

Exerciţii. Să se substituie în fiecare lege alți operatori 
decît cei ce apar în legea respectivă şi să se verifice dacă 
ceea ce se obține este sau nu lege logică. 

Exemplu pentru p * q = q • р ва punem în locul conjuncţiei 
ре rînd >, =, |, ,/, + şi să se decidă dacă aceștia au pro- 
prietatea comutativitátii. Astfel: 


P+a=9+2 
$4—4-h5 
214 = 91р etc. 


5. FORMELE NORMALE PERFECTE 


a. În vederea rezolvării alor probleme cum ar fi problema 
dacă două expresii date sînt sau nu echivalente, problema 
ipotezelor și concluziilor, precum? şi problema minimizării 
este util să introducem un nou tip de formă normală, aşa 
zisele „forme normale perfecte”. 

Definiţie. Numim formă normală perfectă aceea formă nor- 
mală care pe lingă condiţiile descrise anterior satisface încă 
următoarele proprietăţi: 

:a) fiecare membru al formei normale confine pe fiecare 
diri literele care intră în componența expresiei (cu sau fără 
negatie) ; 

b) nici un termen prim nu poate apărea mai mult de o 
singură dată într-un singur membru; 

c) nici un membru nu poate apărea mai mult de o dată; 

d) nici o literă nu poate intra într-un membru împreună 
cu negația ei. 

Exemple. Expresia (P М9) (9 Vă) este o formă normală 
conjunctivă perfect (f.n.c.p.), iar expresia (р • q) V(q • $) este 
o formă normală disjunctivă perfectă. Funcţia (p V q) • г nu 
este în f.n.c.p. -deoarece nu satisface condiția a). Expresia 
ppqr V prq satisface condiţia a) dar nu satisface conditia b) 
deoarece p se repetà їп primul membru. Expresia Pare păr. , 

• pqr satisface condiţiile а) și b) dar nu pe c) Expresia p77» 
• pqr satisface condiţiile a) —c) dar nu satisface condiția d). 

Convenţie. Pentru a face mai comodă analiza formei normale 
convenim ca în membrii ei să scriem literele în ordine alfa- 
betică. Pentru a aduce o expresie la forma normală perfectă 
procedăm astfel: 

a) aducem expresia la una sau alta din cele două forme 
normale (neperfecte) generale ; 

b) dacă într-un membru lipseşte o o literă atunci 6 ea se adaugă 
conform cu бхрге: POE шархыг 


pa V (t + 2) (pentru f.n.c.) şi 


| х • буд, (pentru f.n.d.) 


unde @ este méqbry.reipectiv, iar t litera ce trebuie adáu- 
баса; după aceea se operează distribuțiile, 


с) dacá un termen apare ша! mult de o datá el este redu 
conform cu regulile 


А.А». + A se înlocuiește га 


AVAV VA se înlocuiește cu A 


d) dacă un membru apare mai mult de o dată, atunci e 
este redus conform cu aceleași reguli de mai sus (aci A 
va reprezenta nu un termen ci un membru), 

‚ 56)) dacă oliteră apare împreună cu negația ei într-un membru 
атш tot membrul este eliminat. 

Cum justificăm introducerea sau eliminarea unei expresii? 
Este permis să se adauge la o expresie dată o altă expresie 
dacă noua expresie obţinută în urma operaţiilor amintite 
(introducere, eliminare) nu este diferită ca valoare de cea 
iniţială. Într-adevăr, adáugind la expresia œ expresia (te?) 
prin disjunctie, deci a V (£ - £) valoarea expresiei nu se schimbă, 
ceea ce se dovedește prin demonstrarea tezei corespunzătoare: 


A V (B - B) = 


Se ştie cà В. B = 0 ві cá AVO=A 
Analog pentru а «(! V Z) se ştie că B vB — LsiA-1-— А. 
b. Exerciţii de normalizare perfectă. În exemplele pe 


care le vom considera expresiile vor fi aduse deja la formele 
normale (generale). 


a) (p.* 9) V(q - т) Vp. Pornind de la definiția f.n.p. urmă- 
rim rînd pe rînd dacă condiţiile sînt satisfăcute. În caz că nu, 
noi le realizăm conform cu regulile a)—e) de mai sue. 


În expresia a) condiţia primă nu este satisfăcută deoarece 
în membrul (p • (P • 9) lipseşte, litera:f) în membrul (g • г) lipsește 
litera p, iar în membrul р lipseşte atît q cit ві г. Adăugăm pe 
rînd literele care lipsesc după regula respectivă: 


(2.4) “0 V7)V (9 - 7) - (РУХ) V(2- (9 va) 
Prin distribuţie readucem expresia la forma normală: 


bar V Par V arb N arb Vza vză 
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Deoarece în ultimii doi membri lipsește litera r o vom adăuga: 


АЕМ qrp Verb V prf v bar V bir VEF. 
(Procesul poate fi înfăptuit în minte fără a mai scrie toate: 
etapele). 

Ordonăm literele alfabetic: 


Par V 247 У bar У Pa” V bar V bar У par М 27. Se observă că 


membrii pgr si 297 se repetă, prin urmare îi vom reduce: 


Par V bar V Par Уй” М pa7 ceea ce este f.n.d.p. 
b) Să se normalizeze perfect (р Vr)-q. 


(ВМ?) V(a*2)* (a V(b-2) V(r-7) 
bra * pra. (ab • ab)(r + 7)) 
bar • par • par * pa? + Pare par 
247 • 9" - pqr - Dar + Pq7, ceea ce este f.n.c.p. 


с) Să se verifice dacă expresiile (р + 2)? (9 -7)şi (b > 9) V 
V (q + 7) sînt echivalente. Considerăm prima expresie pe care 


o aducem la f.g, (să шэн conjunctivá). Ауеш secventa 


(P*4) (q*7) Med 244 dispare deoarece confine. qq 
$-4NV (9:7) Deci Bir este f.n.c.p. 
$ У4У(1:7) 
Ba Par, 
€. 
Aducem şi a doua expresie la aceeaşi f.n. 


ФФУ?) 
(УФ У (9?) 
244, Ба" 
Par їт.ср. 


Deoarege f.n.c.p. a primei funcții este identică cu f.n.c.p- 
a celei 'de a doua, vom spune cá ele sînt echivalente. 


d) Sá se normalizeze perfect expresia p — (q > p) 


z (q - р) O aducem la f.n.d.p. pornind de la f.n.d. 


2 V(iv2) (.(4У4)У(1:(2У2))М(25(4У4)) 
2МУЧУ2 Pa МОМ PI V Pa N PIN 24 
$54 fa. ZAN P3 N pa V jf їла. 


NJ U РА NJ à А 
Їп сееа се priveşte Үй d me а o fate perfectă trebuie să 
eliminăm unicul membru, și deci toată forma, deoarece contine 


$$. De mai înainte ştim că expresia p —> (q — p) este 
o lege logică. Or, vedem că еа nu аге f.n.c.p. (sau 
are una vidă). 


Teoremă. Legile logice nu au formă normală conjunctivă 
perfectă (sau, ceea ce este același lucru, au o f.n.c.p. vidă). 
Demonstrația este uşor de dat: deoarece în f.n.c. a unei legi 
logice se contine o literă împreună cu negația ei (adică o expre- 
sie de forma A VÂ) în fiecare membru, pentru a o aduce la 
f.n.c.p. trebuie tăiat fiecare astfel de membru şi deci întreaga 
formă este eliminată. 


e) Să se normalizeze expresi 85 -» T -» à 
фә (р 9) are са find. ФР); чаг заг ов” f.n.c. 2-0 4. 


Prin normalizare perfectá unicul membru al f.n.d. 55g dis- 
pare deoarece contine jf. Dimpotrivă forma! n.c.p. va fi 
Фа - Ра ‘Ра pă. 5 v7 

Expresia р — (р — q) este negația unei legi logice, deci o 
contradictie, ea nu are f.n.d.p. 

Teoremă. Contradicţiile nu au f.n.d.p. (sau, ceea ce revine 
la același lucru, au o f.n.d.p. vidă). 


с. Procedeul matriceal de normalizare perfectă. Să 
considerăm funcţia (( — 4) - (4—7)) > (p — r) (adică legea 
tranzitivitátii implicatiei sau „regula silogismului). O aducem 
ia f.n.d.p. (singura reală). Convenim să scriem expresiile 
obţinute in mod continuu, legîndu-le cu ajutorul echivalentei 


(=). 
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KE >49) >77) > (p >r) = PVD EV AVV) = 
=E VÀ V EV” VENY”) = (p0) (17) у (фу?) = 
=p VI VPI УР4 У?Р У?? = Pur МР) МР Ү?)У 
VZa(r М?) ҮВд (7 УУ) УУД а УМ) УУ2М0) = 

= рау} V qr V arb N Par V bar N Par М 

! fd? VYDIN рд У тра Ут? = par V bur У 

V 247 У bar V Par V Par у? VPT М bar У 

у? V Par V Pār = йг М bür N bar V bar М 

Par М Par V PT V par (Ё п.д.р.). 


Se observă că această formă normală are opt membri. Ordo- 
паш într-o coloană acești membri (în stînga), iar în dreapta 
lor așezăm alegerile de valori pentru care iau valoarea ade- 
vărat. 


247 111 Se observá corespondenta biunivocá dintre 
par 110 cele două serii de semne: în fiecare grupă 
pür 101 unei afirmații îi corespunde l, iar unei 
ar 100 negatii 0 (ex. p— l, p — 0), Numărul 
247 011 grupelor în fiecare coloană este de 2”. 
247 010 Acesta este numărul de alegeri posibile 
ju 001 cind avem n argumente. Or, tautologia 
ju 000 este adevărată pe 2" alegeri de valori. 


Procedeu. Avînd o funcţie cu n variabile (diferite) constituim 
tabelul celor 2° alegeri de valori posibile și aflăm valorile pe 
care le ia funcția în dependență de aceatea, Separăm apoi 
alegerile de valori pentru care funcţia ia valoarea adevăr 
şi în locul fiecărei valori 1 punem litera care-i corespunde fără 
negaţie, iar în locul fiecărei valori 0 punem litera cu negartie. 
În locul unei algeri de valori vom obține astfel o conjunc[ie 
de termeni primi. Conjuncţiile astfel obţinute sînt legate 
disjunétiv, iar ceea ce se obţine este f.n.d.p. / 


Exemplu. Fie alegerile pentru care se obtine valoarea 1 ur- 
mătoarele: 100, 001, 010. Numărul de cifre arată cîte litere 
(puse în ordine alfabetică vom avea). Obtinem coresponden- 
tele 100 — făr 

001 — gr 
010 — 247 


Prin urmare рӯ” ү2ф V 247 este fn,d.p. 
Exercitiu. Sá se normalizezc disjunctiv perfect prin matrice 
expresia (p үд) — r. 


Mai intii decidem cu ajutorul matricei. 


Ра" | РМ4 ема 





111 1 1 
110 1 0 
101 1 1 
109— 1 0 
- ) 011 1 1 
ҸЕ 010 1 0 
n | 001 0 1 
21 Л 000 0 1 


Alegerile 111, 101, 011, 001, 000 dau pentru funcţia respec- 
tivá valoarea' 1. .Le vom inlocui cu literele carc le corespund: 
Par, pir. 247, Zar. 247. Ca urmare avem #л.д.р. 997 V Рӯ’ V 
Var М?” V pgr. Vor fi айпа membri ai formei normale 
cîte valori de adevăr are funcţia. 

Un procedeu asemănător se aplică și f.n.c.p. Se formează 
matricea funcției după care se consideră alegerile de valori 
pentru care-functia devine falsá. Ín fiecare alegere se înlocuieşte 
constanta 1 cu litera corespunzătoare negată, iar constanta 
0 cu litera corespunzătoare fără negatie. 


Exemplu. Pentru alegerile 100, 101, 111 vom avea #07, 
Раў, pir. Еа 
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| Ехегсціш. Să se găsească f.n.c.p. a expresiei (р үд) = r. 





par РМа СТЕ 






ai 
Dp 
оозе 
он Om 


ы 
е 


ессен 


elo 
D= 


Alegerile pentru care funcţia ia valoarea- sînt 110, 100, 010, 
001. Prin urmare, f.n.c. perfectă va Par- Par pār- par. Se poate 
proceda si altfel. Vom forma f.n.d.p. si pentru cazurile cînd 
funcția este falsă ca și pentru cazurile cînd ea este adevărată. 
(adică înlocuirile se vor face la fel), apoi vom forma negația 
acestei funcții conform cu regula lui de Morgan. 

Fie aceleași alegeri de mai sus pentru care funcția are va- 
Іоагеа 0, adică 110, 100, 010, 001. Vom avea if.n.d.pi 247 V 
V Bar Y V $4? V Par. Dacă o пераш vom obține prin regula lui 
de Morgan f.n.c.p. de mai sus: 


| jar V parv Par V Par | 


qe perdere queden 


pür-pqr-pir-pqr 


6. PRINCIPIUL DUALITÀATII 


Formulele construite cu ajutorul operatorilore, V sînt dis- 
puse simetric, adică dual în raport cu acești operatori. Dacă 
avem o formulă A construită cu operatorii — "Vo altă for- 
шша A* obținută din aceasta prin înlocuirea lui • cu V ві a 
lui V cu* va fi numită duala lui A. Ex. duala formulei (peq) Vr 
este formula (f үд)гг, 

Se formulează următoarele principii de dualitate. 
(1) Dacă A este o tautologie (lege logică) A* va fi de ase- 
menea o tautologie. 


(2) Dacă А — B este о tautolegie B* — А* va fi de asemenea 
o tautologie. 
(3) Dacă A — B este o tautologie atunci A* — B* este de 
asemenea o tautologie. 
Fie p V? о tautologie, duala ei va fi р. ў, iar negația ei, adică 
2-2 este tautologie (conform cu (1)). 
Fie (5-q)— p o tautologie, duala lui 5-q va fi p V q, iar a lui 
р însăși р. Ca urmare vom avea f — (р үд) (tautologie) (con- 
form cu (2)). Fie peg = q:p o tautologie, РҮ = q МР este 
de asemenea o tautologie. vn уз 

Exercitiu. Sá se grupeze legile logice Care satisfac principiile 
dualității. Sá se arată ce alti operatori sint duali. 


7.AFLAREA IPOTEZELORIȘI CONCLUZIILOR 


Definiţii. O funcţie f; este ipoteză "а unei funcții fj dacă 
şi humai dacă atunci cînd f; = 0, f, = 0 (sau în general dacă 
fi > В = 1). O funcţie fj, este concluzie din f, dacă și numai 
dacă 4, are valoarea 1 atunci cînd f, are valoarea 1 (sau în 
general dacă f; > fj = 1). 

Pentru a afla toate ipotezele unei funcții date, aducem func- 
tia la f.n.d.p. Fiecare parte a f.n.d.p. sau o transformare echi- 
valentă cu aceasta va reprezenta o ipoteză pentru funcția 
dată. Parte a unei forme n.d.p. va fi a) insági forma, b) oricare 
membru, c) oricare grup de membri. 


Exemplu. Să se găsească ipotezele funcţiei (p V q) — p. О 
aducem la fn.d.p. ($ МФУ? = (2:9) VP —2ü V Pa V à- 
Ultima expresie din echivalență) este f.n.d.p. Vor fi ipoteze 
1) întreaga expresie, 2) membrii 20, pq, pă, 3) grupele de 
membri 94 Vg, pq V 21. pg VAI. Se poate verifica cu aju- 
torul matricelor dacă fiecare din expresiile date reprezintă o 
ipoteză. 

Pentru a afla toate concluziile care decurg din premise date 
unim premisele cu ajutorul conjuncţiei și aducem expresia 
astfel obţinută la f.n.c.p. Oricare parte a f.n.c.p. sau o trans- 
formare echivalentă cu ea va fi concluzie. 

Exemplu. Fie funcţiile p.q, p Үй, f М9. Să se găsească 


concluziile lor. 
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Formám conjunctia și aflăm f.n.c.p. 
PD- PVD PVD 
}*4*°0@*®4 
pq < pū. pq îmn.c.p. 
Vor fi concluzii 1) însăși f.n.c.p., 2) membri pq, pĝ, 24, 
3) grupele 94, 20, pa + Pa, 94:24: 


8. MINIMIZAREA EXPRESIILOR 


Íntr-o clasá de expresii echivalente existá una cu cel mai mic 
număr de semne, 

Am văzut că legile idempotentei, absorbției, excluderii 
(contopirii), cit $i legile inverse distributivității asigură o 
simplificare a expresiilor. Procesul acesta de simplificare a 
expresiilor poartă numele de minimizare. Unele din aceste 
expresii sînt în forma normală și poartă numele de forme nor- 
male minime. Procesul de aflare a formelor normale minime 
se foloseşte ca de o etapă de formele normele perfecte. 

Fie, de exemplu, f.n.d.p. 


păr үр V bar V Bar МР 
Aplicind legea ABV AB = A obţinem următoarele simplifi- 
cári: 
bar V păr = bu 
par V Par = qr 
für V Pär = ür 
Rezultă 94У qr V qr. Regula de excludere se aplică de ase- 


menea grupului q7 Vd, ceea ce dă 7. Rezultatul final este pĝVr. 
Aceasta este f.n.d. minimă. 

Simplificări dau şi AVAB =A, ABV AC = А(В yO) 
pentru f.n.d. precum 61 dualele lor pentru forma n.c. Procesul 
acesta de aplicare a regulilor de simplificare este însă nesigur 
cîtă vreme nu este integrat într-un algoritm riguros construit. 
Vom expune aci unii algoritmi de minimizare. 
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Formele normale disjunctive minime 

Definiţie. Numim formă normală disjunctivá minimă acea 
formă normală disjunctivá cu cel mai mic număr de litere 
posibil. O cale simplă de aflare a ei ar fi să construim toate 
formele n.d. ale unei expresii 51 să alegem pe cea mai scurtă 
dintre ele. Această metodă devine nepractică pentru un număr 
mai mare de variabile. 

Algoritmul Quine-McCluskey!. În vederea însuşirii aces- 
tui algoritm este necesar să ne amintim cum se face traducerea 
dintr-un sistem de numerație în altul. Ne limităm la sisteme 
cu baza m < 10. Regulă de traducere din Sg în 5, (m < 10). 

Fie un număr N reprezentat în sistemul cu baza 10 (adică 
cu zece cifre). Traducerea lui N se face aplicînd succesiunea 
de împărțiri: 


мо S unde literele a, b, ... d reprezintă cîturi, 
— = E. E " Wi mes e 4 
т : Tj, Ta г, resturile împărțirii (inclusiv 
` 0) d un număr ce numai poate fi împărțit 
- =b; г, în numere întregi. 

m 

d; r, 

Reprezentarea lui N în S,, va fi: dr,r, 1 тү 


Exemplu. Fie N — 15 51 S, (deci m — 2, adicá sistemul 
binar). Traducem după regula de mai sus: 


— = 7; 1 

2 

2 = 3; 1 Reprezentarea va avea forma 1111. 
3—1; 1 

2 


Regulă de traducere din S„ (т < 10).їп S,,. Fie un număr cu 
reprezentarea în $,: abcdk (unde literele reprezintă seria 
cifrelor). Traducerea în S, se face după formula: 

am! ! + bmi? + ... + dm + k, unde i este ordinul cel 
mai înalt din seria de cifre (de la dreapta la stînga). 


1 Algoritmul este dat după V. M. Glușkov, Sinteza automatelor cifrice, 
Moscova, 1962. 
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Exemplu. Fie 101 in 5,, Cifra din fatá are ordinul trei (este 
a treia cifră numărînd de la dreapta). 


(1 x 22-1) + (0 х 22-1) + (1 х 20) — 5 


Deoarece 2? = 1, ultima cifră rămîne neschimbată, astfel 
că se poate scrie direct. Deci ,,5" va reprezenta în 5,, ceea се 
..101" va reprezenta în 5, 


Algoritmul lui Quine-Mc Cluskey cere o serie de noţiuni 
şi de propozitiq speciale. 

(1) O funcţie g se numește implicant (ipoteză sau premisă), 
al unei funcţii f dacă pentru orice alegere de valori care dă 
g = 1 obţinem de asemenea f = 1. De exemplu, 4 este impli- 
cant al funcţiei p — ч. Într-adevăr, alegerile (11) si (01) care 
dau д = 1 dau și p—> q = 1. Evident, printre implicantii 
acestei funcţii se află însăși funcţia p — д. Dimpotrivă р nu 
este implicant. O funcţie poate deci avea mai mulți impli- 
canti. 

(N.B. Desi „implicant” este tot una cu ,,ipotezà" noi preferái асі termi- 
nologia specialá a algoritmului dat.) 


(2) Orice implicant q; se numeste implicant simplu al func- 
tiei f dacă el este o conjunctie primă si nici o parte a lui g, 
nu este implicant al lui f. 

Dintre implicantii 207, pqr, Dj, т numai ultimii doi sînt 
implicanti simpli ai funcţiei (p — 4)-эг. Primii doi contin părți 
care sint la rîndul lor implicanti (pġ si resp. г). 

(3) Se numeste sistem al implicantilor (respectiv al impli- 
cantilor simpli) totalitatea implicantilor (resp. a implicanti- 
lor simpli) unei functii date. 

(4) Fiind 4а14 o alegere pentru f — 1, vom spune cá valoa- 
rea 1 a functiei f este acoperitá de implicantul g al functiei f 
dacă pentru aceeași alegere obținem de asemenea g = 1. Fie de 
exemplu, funcţiile f, дү, g, ga cu seriile de valori indicată 
în tabelul de mai jos. (Funcţiile sînt definite în raport cu ace- 
eași mulțime de argumente.) 





11 1 1 0 0 
10 0 0 0 0 
01 1 0 1 0 
00 1 0 0 1 
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Se observă cá prima valoare a lui f din seria 1011 este acoperită 
de g, deoarece pentru alegerea (11) care dă f — 1 se obține 
$i gı = 1. Mai departe g, acoperă a doua unitate, iar g} pe a 
treia. Pentru una şi aceeaşi unitate pot fi mai multe acoperiri. 
Astfel unitățile funcţiei f (1011) pot fi acoperite respectiv de 
ga (1010), в; (0011), gs (1001). 

(5) Spunem că sistemul S al implicatilor unei funcții este 
complet dacă și numai dacă pentru orice unitate din seria de 
valori a lui f există cel puțin o acoperire în S. În cazul de mai 
sus 9(21, gs. Z3) este complet, dar S(g,, g;) nu este astfel. Este 
complet și un singur implicant dacă are seria 1011. Un ase- 
menea implicant este însăşi funcţia f. 

(6) Disjunctia tuturor implicantilor care intră într-un sis- 
tem S complet este echivalentă cu funcţia dată. 

(7) Sistemul tuturor implicantilor simpli este un sistem com- 
plet. 

(8) Disjunctia tuturor implicantilor simpli ai funcţiei este 
echivalentă cu funcția. (Demonstrația acestor propoziţii nu 
este dificilă). 

(9) Se numește formă normală disjunctivă prescurtată a 
unei funcţii date disjunctia tuturor implicantilor simpli. 

(10) Se numeste sistem redus (ireductibil) al implicantilor 
simpli acel sistem care este complet si nici o parte a lui nu mai 
este completà. 

(11) Se numeşte formă normală disjunctivă redusă (ireduc- 
tibilă) disjunctia tuturor implicantilor unui sistem redus. 

(12) Orice formă normală disjunctivă minimă este o formă 
normală disjunctivá redusă. Minimizarea ре baza propozitii-' 
lor (1) — (12) are două etape: a) găsirea tuturor implicantilor 
simpli ai funcţiei date, b) găsirea formelor disjunctive reduse 
din care se aleg formele normale disjunctive minime. 

Ре baza propoziţiilor de mai sus (dezvoltate de Quine) Mc 
Cluskey introduce algoritmul de mai jos. Acest algoritm are 
la bază construirea pentru fiecare constituent de unu a unui 
număr corespunzător în sistemul zecimal. 

(13) Se numeşte constituent de unu orice conjunctie primă 
care intră în componenţa unei forme normale disjunctive 
perfecte. 

Numărul unui constituent de unu se construiește astfel 
a) se consideră f.n.d.p. cu literele ordonate alfabetic în fie- 
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care membru, b) alegerile in raport cu care constituenţii de 
unu capătă valoarea 1 se consideră ca număr în sistemul bi- 
паг, с) se transcrie acest număr din sistemul binar în sistemul 
zecimal obţinînd astfel numărul constituentului. 

Fie de exemplu, constituentii de unu pqr, pqr, pgr. Ei iau 
valorile 1 respectiv pentru alegerile 111; 101; 100 (a ве observa 
corespondenta dintre alegere 81 constituent). Socotind aceastá 
serie de valori în sistemul binar ele au următoarele transcrieri 
în sistemul zecimal 111 == 7, 101 = 5, 100 = 4 (aci identi- 
tatea este între semne). Prin urmare numerele constituenjilor 
de mai sus vor fi respectiv 7, 5 şi 4. 

(14) Se numește indice al unui număr al constituentului 
de 1 numărul de cifre 1 aflate în transcrierea binară a număru- 
lui zecimal dat. Exemplu, 7 are indicele 3 deoarece transcrie- 
rea binară conține 3 cifre de 1; numărul 5 are indicele 2 (vezi 
101), iar 4 are indicele 1 (vezi 100). 

(15) Regulă. Două numere x și y reprezintă doi constituenți 
care se contopesc (conform cu legile excluderii numite și legile 
contopirii expresiilor), dacă ві numai даса: a) numerele diferă 
unul de altul cu 2" (n = 0, 1, 2, ...), b) indicii celor două 
numere diferá cu 1, c) numárul cu indicele mai mare este mai 
mare decit numărul cu indicele mai mic. De exemplu, nume- 
rele 5 si 4 reprezintă doi constituenți care se contopesc. Într- 
adevăr, 5—4 = 20 = 1 (condiţia a)), indicele lui 5 este 2, iar 
indicele lui 4 este 1, deci diferenţa lor este 1 (condiţia b)), 
5 > 4 (condiţia c)). 

(16) Dacă P este o mulţime de numere ce desemnează o 
conjuncţie primă, această conjuncţie primă intră în calitate 
de parte componentă în toti constituenţii de unu ale căror 
numere intră în mulțimea P. De exemplu, dacă avem multi- 
mea (l, 3, 5, 7) conjuncția primă desemnată de această 
mulțime intră in conjunctiile prime desemnate de mulțimile 
(1, 3) 51 (5, 7). 

(17) Dacă S şi R sînt două mulțimi de numere ce desemnează 
două conjunctii prime atunci conjunctia primă desemnată de 
К absoarbe (conform cu legea corespunzătoare de absorbție) 
conjunctia primă desemnată de S, dacă gi numai dacă SCR 
(S este cuprins în К). Astfel, conjuncția primă desemnată 
de mulțimea (1, 3, 5, 7) absoarbe conjuncţiile prime desem- 
nate de mulțimile (1, 3) și (5, 7). De asemenea, conjunjia primă 
desemnată de (1, 3) absoarbe conjuncţiile desemnate de 1 gi 3. 
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(18) Regulă. Două mulţimi de numere Р, Q care reprezintă 
conjunctii prime se contopesc între ele dacă a) diferențele 
lor sînt la fel, b) cele mai mici numere din aceste mulțimi sînt 
numere care se contopesc. Conjuncţiile desemnate de mulți- 
mile (1,3) si (5,7) se contopesc deoarece au ambele diferența 
2 (căci 3—1 = 2, 7 — 5 = 2) si cele mai mici numere, resp. 
1 şi 5 sînt numere care se contopesc (vezi regula (15)). 

(19) Algoritm de aflare a implicantilor simpli. 

a) Se dau numerele constituentilor de unu ai f.n.d.p. 

b) Se grupeazá numerele dupá indici in ordinea crescátoare 
a indicilor. 

c) Se formeazá grupele de numere care se contopesc; in 
fiecare grupá numerele se scriu ín ordine crescátoare. 

d) Dacá grupele obtinute se mai contopesc, atunci efectu- 
ám ín continuare contopirile. 

e) Efectuám absorbtiile intre grupele obtinute prin conto- 
pire şi numerele din care aceste grupe s-au obţinut. 

f) Multimile de numere necontopite sau neabsorbite repre- 
zintă implicanti simpli pe baza cărora se formează f.n.d. pre- 
scurtată. 

Odată ce am găsit f.n.d. prescurtată rămîne să indeplinim 
şi a doua etapă a minimizării, anume să aflăm formele normale 
disjunctive reduse (ireductibile) din care vom alege pe cele 
minime. 

(20) Pentru a afla formele normale reduse ne folosim de 
tabelul de mai jos (tabelul lui Quine). 


























shi Ja 
"EXE ; 
Ba | 2 
Em 5 | | | 
Асі ау, az a, reprezintă numerele constituentilor de unu, 
iar gi Въ mulțimile de numere al implicantilor simpli. 
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Orice implicant se transformá ín 1 in raport cu alegerea al 
cărei număr e conținut în mulțimea numerelor ce desemnează 
implicantul respectiv. Notám cu o stelutá acoperirile dintre 
implicantii simpli si constituenți (ca de exemplu ава cum e 
în tabel). 

(21) Implicantii simpli cărora le corespunde o coloană (un 
şir vertical) cu o singură stelutá formează nucleul funcției. 
Nucleul funcției trebuie să intre in orice f.n.d. ireductibilă 

(22) Restul implicantilor сагс nu intră în nucleu se distri- 
buie pe lîngă nucleu în așa fel ca împreună cu acesta să aco- 
pere pe toti constituenfii de 1. (Funcţia nu trebuie să aibă mai 
multi implicanti decît este necesar pentru a realiza o ase- 
menea acoperire). Toate functiile astfel obtinute sint ireduc- 
tibile. 

Exemple. Să se găsească implicantii simpli ai funcției f(f, 
4, т, 5) = pars V Pars V Bars V pars V părs V bars V pars. 
Conform cu algoritmul indicat formám nişte tabele in care 
operațiile efectuate sint puse în ordinea efectuării. 


с 1 Ч Alegerile i Numerele s 
Sonstitnenpil dae а 1 | constituentilor таен 
Bars 0001 1 1 
Во? 0101 5 2 
Pars 0011 3 2 
bars 1001 9 2 
pars 1011 11 3 
Pars 0111 7 3 
pars 1111 15 4 





Alegerile, numerele 51 indicii se formează conform cu indicațiile 
date mai sus. 











Indici | Numere | Contopiri j Contopiri 
| 2 | (1,3) (2)* 
; (1,3, 5, 7) (2) (4) 
(1,5) (4)* 
2 3*, 5*, 9% (1,9) (8)* (1, 8, 9, 11) (1) (8) 
3 7*, 11* (3,7) (4)*, (3,11) (8)* 
Roe ал Л) (06 
4 15* (7, 15) (8)* 


(11,15) (4)* 
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Contopirile se efectuează conform cu regulile indicate (15), 
(18)). Stelutele reprezintă numerele (respectiv multimile de 
numere) care sînt absorbite de mulțimile formate prin con- 
topire. Numerele de o cifră scrise în dreapta mulțimilor repre- 
zintă diferențele. (De exemplu, (1, 3, 5, 7) (2) (4) are dife- 
rentele (2) si (4). Ele sînt diferente ale mulțimilor (1, 3) si 
(5,7) contopite, adică (1, 3) (2) şi (1,5) (4). Mai departe apli- 


cám tabelul lui Quine. 




























ЕЕЕ 
essa ||] | 
218 2 ES 
© азил | Та р E : 








Nucleul functiei este constituit din toti cei trei implicanti 
deoarece fiecáruia ii corespunde o coloaná cu o singurá stelu- 
tá. Astfel implicantului reprezentat de multimea (1, 3, 5, 7), 
îi corespunde coloana lui 5, celui de-al doilea (1, 3, 9, 11) 
îi corespunde coloana lui 9, iar celui de al treilea (3, 7, 11, 
15) îi corespunde coloana lui 15. Deoarece în afară de impli- 
cantii care formează nucleul nu avem alții există o singură 
formă normală ireductibilă și deci ea este şi f.n.d. minimă. 
Aceasta este Ps Vas Vys. Cum trecem de la mulțimile de 
numere la expresia literală a funcției? (În cazul nostru cum 


obținem js V ds V rs). 


(23) Reguli. a) Se considerá multimea numerelor care repre- 
zintá implicantii simpli precum gi diferentele corespunzátoare 
(ex. (1, 3, 5, 7) (2) (4); scriem una sub alta alegerile cores- 
punzătoare unui număr oarecare din mulțime și alegerile 
corespunzătoare diferențelor. 

b) Vom tăia din alegerea corespunzătoare numărului acele 
cifre care se află în dreptul cifrelor 1 din alegerile corespunză- 
toare diferențelor. Ceea ce rămîne se traduce in litere. În 
exercițiul de mai sus această parte a procesului decurge astfel. 
Considerăm mulţimea (1, 3, 5, 7) (2) (4) și scriem, de exem- 


plu, alegerea corespunzătoare lui 1, de asemenea alegerile 
corespunzătoare diferenţelor 2 şi 4. 


1 0001 
2 0010 
4 0100 


Se observă că alegerile se formează, traducind numărul in 
sistemul binar și completind (dacă e nevoie) la stînga cu 
zerouri pînă ce seria cifrelor este egală cu numărul de litere 
din constituenți (în cazul nostru 4 litere, р, q, r, s). În locul 
cifrelor rămase în alegere punem literele corespunzătoare 
şi obținem implicantul simplu căutat, adică 25. Procedăm la 
fel cu mulțimea (1, 3, 9, 11) (2) (8). Scriem alegerile cores- 
punzătoare să zicem numărului 9 precum şi cele pentru di- 
ferente : 


9 — 1041 
2 ~ 0010 
8 — 1000 


Vom avea implicantul simplu 05. Analog pentru multimea 
(3, 7, 11, 15) (4) (8), considerăm, să zicem numărul 3. 


3 — 0111 
4 — 0100 
8 — 1000 


Implicantul simplu уа fi rs. Formám disjunctia celor trei 
implicanti, adică fs V js Vrs si vom avea forma căutată. 

Exemplu. Se dă funcția f(p, q, г) = (0, 1, 2, 5, 6, 7), unde 
numerele reprezintă constituentii. Formám pe гіпа cele trei 
tabele conform cu regulile indicate. 





























Numere | Alegeri Indici Indicii | Numere | Contopiri 
0 000 0 
m (0,1) (1) 
1 001 Ї (0,2) (2) 
2 010 а 1 182275 nra: 
5 101 2 E (ze) (4 
| n JM VR. 2 5*, 6* (2,6) ( ) 
110 2 
й (5.7) (2) 
7 111 3 3 (6.7) (1) 
+ 
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Se observá cá fiecare constituent are cite douá acoperiri. Vom 
avea in consecintá douá forme normale minime fiecare cu cite 
trei membri. Grupa (0,1) (5,7) (2,6) va da 24 V $r V qr, iar 
grupa (0,2) (1,5) (6,7) va da fr V qr V pq. 

Formele normale conjunctive minime. Procedeul de mai sus 
poate fi reformulat pentru obtinerea formelor normale con- 
junctive minime, avînd în vedere dualitatea conjunctiei față 
de disjunctie. Uneori f.n.c.m. sint mai simple decit f.n.d.m. 
De exemplu 97 V 28 poate fi redusă la Ș+(7 V s) care contine 
un numár mai mic de semne. 

Pentru a aplica procedeul Quine — Mc Cluskey trebuie sá 
definim noţiunile corespunzătoare pentru conjunctie ,,consti- 
tuent de zero", ,,consecvent", „consecvent simplu”. În mod 
dual vor fi apoi reformulate regulile și tabelele. 


Я |= 
9. AXIOMATIZAREA LOGICII PROPOZITIILOR 


Logica propoziţiilor așa cum a fost expusă pînă aci are un 
caracter algcbric — adică au fost formulate problemele si 
s-au dat procedeele de rezolvare independent de sistemul 
general al propoziţiilor logice. Logica propoziției poate însă 
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fi organizatá ca un sistem teoretic pe baza metodei axioma- 
tice. 

Un sistem axiomatic poate sá fie intuitiv sau formalizat. 
Ín sistemul axiomatic intuitiv se tine seama de intelesul ex- 
presiilor si se operează cu ele tinind seama de acest înțeles, 
in timp ce intr-un sistem axiomatic formalizat se face abstrac- 
tie de continutul expresiilor operindu-se numai cu forma lor 
graficá in virtutea unor reguli formale Cu alte cuvinte, vom 
avea de a face aci numai cu formule al cáror continut nu ne 
interesează. Un sistem axiomatic sc construieşte în felul ur- 
mător: a) se dă lista de semne, b) se dau regulile de formare 
a formulelor compuse din formule date, c) se dă lista de axio- 
me (şi eventual unele definiţii), d) se dau regulile de deducție. 

Conceptele principale ale unui sistem axiomatic sînt defini- 
tia, axioma, regula si teorema. Definiţia este o propoziţie sau 
o formulă prin care unele expresii sînt introduse pe baza altora, 
altfel spus sint ,reduse' la expresii date initial. 


Axioma este o propoziţie (resp. o formulă) luată ca nedemon- 
strată (în sens mai riguros nici nu poate fi demonstrată) 
în sistemul considerat. Spre deosebire de concepţia traditio- 
nală „„axioma” are sens relativ la sistem. 

Regula este o propoziţie cu ajutorul căreia din propoziții 
date (una sau mai multe), respectiv din formulele date putem 
obține alte propoziţii, respectiv alte formule. 


Teorema este orice propoziţie (resp. formulă) dedusă din 
axiome ре baza regulilor de deducție. Uneori teorema este 
luată în sens mai larg: teorema este cau o axiomă sau o pro- 
poziție dedusă din axiome pe baza regulilor de deducție. 
Teorema se mai numește si ,,tezá". Definiţiile initiale, axio- 
mele si regulile initiale deoarece sînt puse fără a fi derivate 
din alte propoziţii (resp. formule) pot fi numite la un loc 
„postulate”. În mod obişnuit postulatul este luat în sens dc 
axiomă. Tot în clasa postulatelor pot fi incluse 51 anumite 
convenții. 

Sistemul axiomatic nu este numai un mod de organizare 
a ştiinţei, ci şi un mijloc de decizie, adică unele propoziţii 
sînt declarate ca adevărate prin corelarea lor logică cu anumite 
propoziţii inițiale (axiome, definiţii). 

Din însăși definirea conceptelor fundamentale ale sisteme- 
lor axiomatice decurge că aceste concepte sînt relative și că 
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în raport cu una şi aceeaşi mulțime de propoziţii putem con- 
strui mai multe sisteme de axiome (cu definiții, axiome și 
chiar reguli de deducție deosebite). În logică procedeul axio- 
matic a fost utilizat într-o formă imperfectă — chiar de Агів- 
totel, întemeietorul acestei ştiinţe (vezi axioma „dictum de 
omni et de nullo”). 

Metoda axiomatică cunoaște o largă aplicare în logică, în- 
cepînd cu Gottlob Frege саге şi construieşte un sistem a cărui 
valoare este recunoscută și astăzi. Sistemul lui Frege аге la 
bază 6 axiome și două reguli de deducție (regula substitutiei 
şi regula modus ponens) Frege reduce prin definiţie toti 
operatorii la implicatie și negatie. Alte sisteme au fost construi- 
te de Russell, Hilbert, Lukasiewicz, Church, Nicod ș.a. Din 
punct de vedere didactic probabil că sistemul lui David Hil- 
bert și W. Ackermann este cel mai indicat. Tocmai de aceea 
am ales pentru expunere acest sistem. 

Sistemul axiomatic Hilbert-Ackermann. Acest sistem este 
obținut printr-o simplificare a sistemului construit de Whi- 
tehead şi Russell în „Principia Mathematica”. Pentru expune- 
re vom folosi lista de simboluri introdusă anterior. Operato- 
rii de bază sint V, —, dar este folosită și implicaţia ca prescur- 
tare, adică p — q este considerată o prescurtare, pentru 2 V 
Vq. Ceilalţi operatori sînt reduși prin definiţie la disjunctie 
(У) ві negatie (—). Prin urmare, vom avea lista de simboluri 
Р, % T, variabile propozitionale, V, — (орегаїогі de 
bază); =, ., =, |, ar ş.a. operatori introduși prin definiţie. 


Reguli de formare. 


1. Variabilele propozitionale sint formule. 
2. Dacă A este o formulă А este de asemenea o formulă. 
3. Dacă A si B sint formule atunci А V B, A. B, A + В, А > В, 


А = B, А/В, AB sint de asemenea formule. 
07.12-99 =фМ9 

Di.25*q9—5 Vi 

Df. 3 (p = 4 — (РУЯМ V f) 

Df. 4 pla = $ V3 

Df. 5 рид = Руд 
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Хээ 


AR. Р- (9 
V 9) = (q VĒ) 
Ах, (5 — 4) ^ (rV 2) ^ (rV) 


(Semnul — este ава cum am spus o prescurtare). 
Reguli de deducție. 


I. Regula detagárii (modus ponens). Dacă este dovedit A si 
dacá este dovedit A — B atunci este dovedit B (separat, de- 
tasat de A). Simbolic putem scrie А, А — B | B, unde [— 
arată cá partea dreaptă se deduce din cea stingă. 

II. Regula substitutiei. Într-o formulă A, o variabilă pro- 
pozitionalá х poate fi substituitá cu o formulă oarecare В, 
cu condiţia ca variabila a să fie înlocuită ‘pretutindeni unde 
apare (în formula A) cu formula B. 

Faptul cá o variabilă « este substituită cu o formulă B va fi 
notat «/B (citeşte „a se substituie cu В”).* 

Exemplu. Fie formula (p«q) — (4-р). Se сеге să efectuăm 
substituţia p/q-r. Vom obţine ((q-r)-q) — (q-(q-r)). Să intro- 
ducem apoi reguli derivate corespunzătoare axiomelor. 

III. Regula idempotentei dis junctiei. А ү А |— A. 

Demonstraţie. În Ax, se operează р/А si se obține (A V А) > 
-» A. Se aplică apoi regula modus ponens astfel А V A, (A VA) ^ 
— А [— А. Deoarece formula (А V A) — A este demonstrată 
demonstraţia lui А va mai depinde în continuare doar de 
A V A, astfel că putem scrie А V A | A. 

IV. Regula extinderii disjunctiei (o parte a disjunctiei im- 
plicá disjunctia, orice formulá implicá disjunctia sa cu alta): 
А-АҮүВ. 

Demonstraţie. În Ax, ве oprează р/А, 4/В: A — (A y B); 
se aplică regula I (modus ponens): А, А — (A V B)I— А Vy B, 
se suprimá premisa deja dovedită, astfel concluzia mai depin- 
de doar de demonstrația lui A, ceea ce şi spune regula 
А-А УВ. 

V. Regula comutativității disjunctiei. АМ B |— B y A. 

Demonstraţie. În Ax, se operează p/A, д/В: (A V B) — (BV 
VA); se aplică reg. І: A VB, (AVB)—(BVA)|-BVA:; 


* A nu se confunda cu semnul incompatibilităţii (acesta nu apare in 
demonstrațiile de aci) 


se suprimá premisa deja demonstrată și astfel concluzia mai 
depinde doar de demonstrarea lui AV B. 


VI. Regula extinderii disjunctive a termenilor implicafiei. 
(disjuncţia consecventului cu o formulă se dedyce din dis- 
junctia antecedentului cu aceeași formulă): А — B |— (CV A) 
(CVB). 

Demonstraţie. În Ax, se operează p/A, q/B, r/C si se obţine 
(А — B) > ((C V A)— (C y B)); se aplică regula I şi se eli- 
mină premisa demonstrată. 

În continuare vom da demonstrații de teoreme 51 de alte reguli. 
Vom nota axiomele pur şi simplu cu cifrele respective (1, 2, 
3, 4), regulile cu cifrele romane corespunzătoare (I, II, ...), 
definițiile cu def,, def,, iar teoremele cu Th, (i=1, 
2, ) Deoarece demonstrațiile vor fi prezentate prescur- 
tat convenim să adoptăm următorul sistem de convenții: 
a) semnul V va fi scris numai cînd acest lucru este necesar, 
în rest el va fi subinteles, b) scriem numărul axiomei sau al 
teoremei și indicám operațiile de efectuat (substitutii sau apli- 
carea altor reguli); с) dacă se întrerupe seria demonstrativà 
pentru a începe alta, rezultatul primei serii va fi notat cu *, 
al celei de a doua cu două ** etc.; d) cînd o regulă se aplică 
la două formule deodată ea va urma după cele două puse în 
paranteză ; e) înaintea rezultatului cerut vom pune о liniutá. 


Teorema 1. (p > q) > ((r ^ p) > (r > 9) 


Demonstrație: 4, r|7, def, — Th. 1. 


VII. Regula silogismului sau regula tranzitivitátii*. Dacă 
este dovedită formula A — B şi este dovedită formula B — C, 
atunci este doveditá formula А — C. Prescurtat: 


А> B, B— СА - С. 
Demonstraţie: Th,, р[В, q/C, r[A, I, I — III. 


Aceasta inseamná cà in Th. 1. se opereazá substitutiile p/B, 
4|С, r/A ві ве aplică la ceea ce se obține regula I de două ori. 


* Vezi în legătură cu această regulă observaţiile noastre din „Revista 
de filozofie”, nr. 2/1967. 
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Teorema 2. P Vp (legea tertului exclus) 
Demonstraţie: 2, q|p*, (*, 1), VII, def. 1 — Th. 2. 
Teorema 3. p V$ 

Demonstratie: Th 2, V — Th. 3 


Teorema 4. р - ф 

Demonstraţie: Th, 219. def. 1. — Th, 

Teorema 5. р — p - 

Demonstraţie: Th 4, p/p. УГ”, (*, Th 3), І, V, def. 1 — 
Th. 5. Din Th 4, Th 5, se obţine prin def. 3 p —p 

Teorema 6. (p — д) > (9 — 7) (legea contrapozitiei) 


Demonstraţie: Th4, p/q, VI*; 3, pib, q]g**. (*,**), VII, 


def. 1) — Th. 6. Desfásuratá această demonstraţie arată 
astfel: 

Рә}, bla | ba db. blb, ala 

аз VI | 50-48" 

34-24" 


Conf. cu reg. УП 24 - $4 
$4 > Ф 
24- 49 de unde prin def. 1 — Th. 6. 

VIII. Regula substituirii expresiilor echivalente. Dacă două 
formule se deduc una din alta, pot fi puse una în locul alteia. 

Simbolic: dacă sint demonstrate formulele Ø (А), А — В, 
В — A atunci sînt demonstrate și formulele Ø(A) — Ø (B), 
Ø(B)>Ø(A). Expresiile „Ø(A)” și ,,0(В)” înseamnă respec- 
tiv formula 0) cu partea A, resp. cu partea B. Pentru a 
demonstra această regulă vom lua cazul în care A se 
intilneste o singură dată (generalizarea rezultatului ne- 
fiind dificilă). La rîndul său cazul acesta se divide în 
trei: cînd Ø(A), are forma A, CA şi AC (avînd in vedere că în 
simbolism sînt acceptați doar doi operatori (—, V). 

Cazul formei A. Presupunem ca demonstrate А — B $i В —> 
-»А. Dacă în Th. 6. operám p/A, 4/В obţinem (А — В) —> 
— (B — A). Deoarece А — B a fost presupus rezultă prin I 
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B — A. Tot în Th, operám p/B, g/A ві obţinem (B — A) — 
> (A > B). Е 
Cum В — А este presupus rezultă prin гер. I cà' A — В. În 
acest fel s-a dovedit cá dacă A și B se află in raport de deduc- 
tie reciprocă, А şi B de asemenea se află in acest raport. Deci 

A poate fi inlocuit cu B. : 

Cazul formei CA. Din formulele presupuse А- Ви В > A 
prin reg. VI obtincm respectiv CA — СВ si CB— CA — 
Rezultá cá CA poate fi inlocuit cu CB. 

Cazul formei AC se reduce la cazul al doilea. Їп Ах, operám 
Р/А, q[C si obţinem AC — СА. Din AC CA ві CA—CB ob- 
ținem prin reg. VII AC — CB. În Ax, operám p/C, q/B si 
obținem CB — BC. Din AC — CB ві CB — BC prin reg. VII 
obtinem AC — BC (aceasta este prima parte a demonstratiei). 
Їл Ax, operám р/В, q/C, și obţinem BC — CB, apoi їп ace- 
eagi axiomă p/C, q/A ві obținem CA — AC. Din BC — CB si 
CB — СА (cazul doi) prin reg. VII obținem BC — CA. Din 
BC — CA ві СА — AC prin reg. VII obţinem BC — AC (а 
doua parte a demonstraţiei a fost realizată). În acest fel s-a 
dovedit cá AC poate fi înlocuit cu BC, căci AC—BC ві ВС» АС. 

Teorema 7. (q Vp) — (р V д) Demonstraţie din Axa. 

Teorema 8. peq > $ VT 

Demonstraţie. Th. 5, р(94ф, def. 2 — Th. 8 

Teorema 9. ( V 3) > (2-9) 

Demonstraţie. Th 4, ?/2ф, def. 2, Th. 9. 

Notă: Se observă cá in Th. 8 și Th. 9 am aplicat def. 2 la 
o singurá parte a formulei; respectiv am inlocuit 24 din 24 
cu р•9, ceea се ne permite reg. VIII (regula substituirii de 
echivalente). Din Th. 8 ві Th. 9 obţinem 2-4 — V4 (legea 
lui de Morgan). 

Teorema 10. р V q — (0). _ 

Demonstrație. (Th. 4, Th. 5), VIL, p/p Va, VIII (p cu р 
şi q cu d în membrul doi), VIII (vă cu 2-4) - Th. 10. 

Teorema 11. (j.9)— b Vq 

Demonstraţie. Se obţine analog cu Th. 10 operind în membrul 
întîi un schimb de echivalente. Din Th. 10 ві Th 11 se obține 
РУ = (5-9) (a doua lege a lui de Morgan). 
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Teorema 12. (рд) - (4:» B 

Demonstratie. TM D. E g[gp*, (3. *), 1, 2/9, qlb, VIII 
(cu def. 2) — Th. 

Teorema 13. (q* Ls 

Demonstraţie. Th. 12, 2 q| — Th. 13. 

Se poate demonstra şi altfel: 
— Th. 6, 2120, 4149", (3, *), 1, 419, PIZ, VIII (8622) 
— Th. 13. Din Th. 12 si Th. 13 obținem peg = q*f (prin 
def. echivalentei şi a implicatiei). 

Teorema 14. (2-4) ә р 

Demonstraţie. Th. 6, q)pq*, (2, *), І, p/P, 919, VIII 912,4/4 
— Th. 14. 

Teorema 15. (p.q) > 


“4 
Demonstraţie. Th. 14, A 4|Р", (Th. 12, *), VII — Th. 15. 
Teorema 16. P(ar) > 4(Р?) 


Dăm desfăşurat această demonstrație. 


Prima serie A doua serie 


$ > pq (reg. VIII) $ > фа (bin) 
P > а (bir. alb) $ $7? (УШ) 


7-» pr (VI) 2 > rPiplpr, rla) 

qr -4(Р”) (VI) pr — (рт)?! 

009") =» Р (29) a), B) мэл 
ни 


(4(27))Р A tn (4(27)) (VI) 


embrul doi se reduce conform cu 
reg. III). 
q(Pr)p — 4(97) (VIII) (comutativi- 
tatea disjunctiei). 


2(4(27)) ^ (a(27))** 
A treia serie 
(*.**) (УП) 
blar) — q(?r) a-e-d. 
Teorema 17. (gr) — (94). 


Demonstraţie. Se demonstrează mai întîi p — p, apoi 2[20, 
9197, УШ (97 cu rg în membrul doi)*, Th. 16, 9/7, Ци (өөү, 
VI, VIII ((5q) cu (24)! în membrul doi) — Th. 

Teorema 18. (5g)r — (gr) 


Demonstraţie. Th. 17, ф|т, 7/р, VIII (în membrul unu se 
pune (29)7, iar în doi }(79)), VIII (în doi rg cu qr) — Th. 18. 

Din Th. 17 şi Th. 18, se obţine (gr) = (р9)7 (asociativi- 
tatea disjunctiei). 

Teorema 19. p+(g-r) — (ф*4)*7. 

Demonstrație. Th 6, $[(bg)r. g|p(gr)'; Th. 18, 7/5, 
419, »|[r**. (7, **), I, УШ, (77 cu 07 si Pg cu 29), VIII (def. 2) 
— Th. 19. 


Teorema 20. (p*q)-* — ф (9-7) (analog cu Th. 19). 

Din Th. 19 și Th. 20 obţinem (f.qg)*v = pe(ger) (asocia- 
tivitatea conjunctiei). 

Teorema 21. p > (q > (p*4)) 


Demonstratie. Th. 3, 2124. VIII (prin asociativitatea 
disjunctiei), VIII, (def. 2), VIII (def. 1) — Th. 21. 


IX. Regulă. Din A — (B — C) se deduce B > (A > C) si 
reciproc. 


Demonstraţie. Formula A — (B — C) conf. cu def. 1 este 
echivalentă cu A (BC). De aci prin comutativitate se ob|ine 
(BC) А, iar prin asociativitate B(CA) si in fine prin comuta- 
tivitate B(AC). Dar din B(AC) prin def. 1 se obtine a doua 


parte a reg. IX, adicá B — (A — C). Їп mod analog se dove- 
deste cá si prima parte se deduce din a doua. 


X. Regulă. Din A— (В-› C) se deduce (А.В) э С și 


reciproc. 


Demonstraţie. Se demonstrează prin asociativitate si aplica- 
геа reg. VIII combinată cu def. 1 și def. 2. 


XI. Regulă. Din А — (A — B) se deduce А — B și reciproc. 
Se foloseste asociativitatea si reg. VIII (combinatá cu III). 


Teorema 22 j(g-r) > (рафт) 


De monstratie 
Seria I Seria a Il-a Seria a Ш-а 
(2:4)-» 8(0/4:4Ї!) (9-4)-24(814.4Ї!) Ф-(4- (8-4) 
(4-7) > 9 (VI) (4:7)-» > (VI) (piba) 4127) 
9(4:7)-» 94" plr) > ри" 94-(ф7-(4:9)"" 
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Seria a IV-a 
(*, ***) (УП) 
2(4:7) > ($r (24:27) (IX) 
pr > (b(g-r) > (24:97) **** 
(**, ****) (VII) 
2(4:7) > ((8(4:7) > (24:27) (ХІ) 
(9:7) — (24:97) q.e.4. 


Teorema 23. (24:97) > ф(4*?) 


Demonstratie : 


Рә (4 > (5-2) (bla, d) | (b 20 ý > 7) 
(Ф, 9/4, rip) 
q > (r > (4 7) (r — (q°r)) > fh э }(4*?))** 


(*, **) (УП) 
q > (fr > b(g-7) (IX) 
“ > (q > (ger) *** 
4, (219, 4ЇВ(417), rip) 
Эд 4:7)- Мир 2Ё(4*?))**** 


(m, аа! ) (УІ 

фт (фа-(РОР(р(9+2))) (IX) 
ba hr A). (УШ) 
se înlocuieşte par) cu 
Р(Р, 


7 
24 — (fr ^ }(4+)) (IX) 
(24:97) > 8(4:7) a-ed. 
Din 30 si 31 se obtine prin prescurtare: 
2(4:7) = 24:27 


Deoarece orice formulă poate fi verificată prin forma normală 
conjunctivă, nu este necesar mai departe să demonstrăm, 
ci, pe baza celor de mai sus formulăm reguli de aducere la 


f.n.c. 


10. PROPRIETÁTILE SISTEMULUI AXIOMATIC 


a. Un sistem axiomatic pentru a fi acceptat trebuie sá satis- 
facá trei proprietáti formale: necontradictia (consistenta), 
completitudinea și independența (ultima nu este socotită obli- 
gatorie de către toți). Aceste proprietăți pot fi definite pur 
formal (,,sintactic") sau ре baza unei interpretări („„semantic”). 

Necontradicţia. Spunem că un sistem axiomatic este necontra- 
dictoriu dacă şi numai dacă în el nu poate fi demonstrată o 
formulă împreună cu negația ei, adică dacă o formulă de 


forma А.А nu este teoremă în acest sistem. 

Independenţa. Spunem că un sistem axiomatic este inde- 
pendent dacă nici una dintre axiomele sale nu poate fi dedusă 
din restul axiomelor. 

Completitudinea. Spunem că un sistem 5 este complet dacă, 
adáugind la acest S o formulă A nedemonstrabilă în S, obținem 


o contradicţie astfel: (S-A)|--(B.B). (Completitudinea în 
sens restrins, valabilă pentru logica propozitiilor). 

Cum se demonstrează aceste proprietăți? Un proceden obig- 
nuit este acela al interpretării. De acest procedeu se folosesc 
Hilbert și Ackermann în lucrarea lor Bazele Jogicii teoretice. 
Apelul la interpretare cere să dăm definiții așa-zis ,,semantice" 
pentru cele trei proprietăți, şi nu pur formale (,,sintactice?). 

Spunem că un sistem este semantic necontradictoriu dacă 
şi numai dacă prin interpretare toate uxiomele și teoremele 
(obținute din axiome cu ajutorul regulilor) au o anumită pro- 
prietate (de exemplu de a fi adevărate), pe care nici o altă 
formulă din sistem nu o are. 

Spunem că un sistem de axiome este semantic independent 
dacă şi numai dacă pentru fiecare axiomă se poate indica. o” 
astfel de interpretare a variabilelor care dă o anumită valoare 
(sau anumite valori) pentru tot restul axiomelor în timp ce 
axioma considerată nu are această valoare (sau aceste valori). 
51 mai general vorbind, printr-o anumită interpretare axioma 
considerată nu are o anumită proprietate pe care o au toate 
celelalte. 

Spunem că un sistem axiomatic este sistem complet dacă 
şi numai dacă toate formulele identic-adevărate construibile 
în sistem sînt axiome sau teoreme în acest sistem. Această 
noţiune nu este identică cu prima, ea are o valabilitate mai 
generală. 


Dám demonstrația acestor trei proprietăţi. 

b. Necontradictia. Pentru a demonstra această proprietate, 
apelám la multimea de semnificatii (1, 0). Operatorii vor fi 
definiți matriceal. Se arată mai întîi cá toate axiomele au 
valoarea 1, indiferent de valorile 1 sau 0 acordate variabilelor. 
Calculul se face matriceal. În al doilea rînd, se arată cá toate 
formulele deduse prin cele trei reguli au de asemenea valoarea 1. 

Regula І (modus ponens) А, A > B — B 

Formulele A şi А-»В reprezintă axiome, sau teoreme, deci: 
A —1, A—B=1. Presupunem că В =0. Substituim in А-»В--1 
pe A și B cu valorile lor, respectiv cu 1 5i 0, şi obținem 1-» 
-» 0 = 1, ceea ce contrazice definiția implicatiei şi deci nu 
poate fi acceptat. Rezultă de aici că B nu poate avea valoarea 
0, ci trebuie să aibă valoarea 1. Orice formulă dedusă prin 
regula 1 din axiome va avea valoarea 1. 

Regula substitutiet. Fie o axiomă A* care conţine o variabilă р, 
ceea ce vom scrie A(p); А(р) = 1. Aceasta înseamnă că oricare 
ar fi valorile lui p, 1 sau 0, valoarea axiomei nu sc schimbă, 
deci А(1) = 1 și A (0) = 1. Punînd în locul lui p o variabilă q, 
vom obține formula A(q). Presupunind cá A(g) = 0, din 
q = 1 sau д = 0, rezultă cá A(1) = 0 ві A(0) = 0. Or, aceste 
două formule contrazic formulele А(1) — 1 si A(0) = 0. În 
concluzie А(4) nu poate avea valoarea 0, ci trebuie să fie 


А(4) = 1. 


c. Independenţa. Axioma 1. Fie mulţimea de valori (0,1,2)**. 
Definim operatorii negatiei și disjunctiei astfel 


? | 012 

5 | 102 эж, 
0 
1 
2 





ooo 
о-о 
oto 


Se demonstreazá cá axiomele 2, 3, 4 precum si teoremele 
care decurg din ele au valoarea 0 in timp ce axioma 1 nu are 
aceastá proprietate. Verificám acest lucru pentru axioma 2. 


9 Sau teoremă. 
** Poate fi clasa resturilor faţă de modulul 4. 


?4 РУ(РУФ 





00 10 0 
01 10 0 
02 10 0 
10 00 0 
11 00 1 
12 00 2 
20 20 0 
21 20 2 
22 20 0 


Analog se arată că 2 si 4 au valoarea 0. Axioma 1 nu are 
aceastá proprietate. 


y 2) УР 


оу0оуо=0 
1ү1у1-0ү1-0 
2үу2ү2-0у2-1Уу2-42. 
În cazul în care p ia valoarea 2, rezultatul va fi 2 
Axioma 2. хувин multimea de semnificatii (0, 1, 2, 3). 
Definim operatorii —, 








0123 0123 
1032 
0000 Disjunctia 
Negatia DR 
3 0123 


Se demonstrează matriceal că axiomele 1, 3 51 4 precum și 
teoremele care decurg din ele au în raport cu aceste semni- 
ficatii numai semnificaţiile 0 sau 2, în timp ce axioma 2 nu 
are această proprietate. 

Fie axioma 1. Se substituie ре rînd p cu 0, |, 2, 3. 
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Axioma 2 nu are această proprietate, deoarece pentru cazul 
3y (2Vl)=3Vl=l. 

Axioma 3. Considerăm aceeași mulțime de semnificaţii ca 
şi mai sus (0, 1, 2, 3). Definim operatorii — și V astfel: 











4 
Р 0123 2 "P 
Р 1002 ? 
0 0000 
1| 0123 
2| 0220 
з | 0333 


Se poate demonstra matriceal cá axiomele 1, 2 51 4 precum 
51 toate teoremele care se deduc din ele iau valoarea 0, in timp 
ce axioma 3 nu are această proprietate. Într-adevăr, pentru 
cazul in care p = 2 și q = 3, axioma 3 ia valoarea 3. 

Axioma 4. Considerám din nou multimea de semnificatii 
(0, 1, 2, 3. Definim operatorii, —, V. 








923 0123 
1030 
“01 oooo 
1 | 0123 
2 | 0220 
з | 0303 


În aceste condiţii axiomele 1, 2 şi 3, precum și toate teoremele 
care se deduc din ele au valoarea 0, în timp ce axioma 4 nu 
аге această proprietate. Într-adevăr, pentru р = 3, q—1 și 
т — 2, axioma 4 ia valoarea 2. 


d. Completitudinea. Demonstrația decurge astfel. La siste- 
mul de axiome se adaugă formula p V q. 


1. фуд зә V2) 

2. p Va (la şi aplică modus ponens) 
3. 4 УР (9/2) 

4. Р УР (PI) 

5. Р VP 


Din 4, prin regula corespunzütoare legii idempotentei, se 
deduce 6. p. Din 5, prin regula idempotentei, se deduce 7. f. 
În acest fel s-a dovedit o contradicție 8. p.p. Completitudinea 
este în acest fel demonstrată. 

De notat este că semnificațiile de mai sus pot fi interpretate 
ca fiind valori logice (de exemplu, în logica bivalentă sau 
respectiv în logicile n-valente cînd avem mai mult de două 
valori). La fel de bine valorile respective pot însemna și altceva 
(numere cărora li se impun anumite condiţii, vezi nota**, p. 81). 


с. Alte sisteme axiomatice 


a) Sistemul lui Frege 


Ax, $ > (0 — 2) 

Ах, (P > (9 0) > (2 > 1) > (Р > 7)) 
Ax, (фә (4 >7)) > (д > (b 7) 

Ax, (65) > G >P) 

Ax, p>? 

Axs $5 


Regula substitutiei și regula detașării. Ceilalți operatori se 
reduc prin definitie la —, —. 

b) Sistemul lui Lukasiewicz. Lukasiewiez a arátat cà sistemul 
lui Frege poate fi inlocuit cu unul mai simplu care are la bazá 
aceiași operatori (—, —). El contine trei scheme de axiome şi 
regula modus ponens. 


Sch. Ax, A -— (B> А) 
Sch. Ax, (A > (B > С)) > ((A — B) > (А > С)) 
Sch. Ax, (А > B) 2 (B > А) 


Fiecare schemá de axiome desemneazá o multime infinitá de 
axiome. (Substitutia este inlocuitá prin aplicarea schemelor, 
totusi deosebirea este mai mult o subtilitate teoreticá, practic 
neavînd un rol deosebit). 

c) Sistemul lui Russell. Contine in plus fatá de sistemul lui 
Hilbert şi Ackermann axioma: 


(P V(g Vr) (У(У?) 


Or, această axiomă aga cum a arătat Paul Bernays este super- 
fluă. Regulile sînt a substitutiei şi modus ponens. 

d) Sistemul lui Alonzo Clurch. Acest sistem contine un ope- 
rator (—) şi o constantă f (fals). Regulile sînt a substitutiei 
şi modus ponens. 


Ax, Р ә (9 > р) 
Ах, (5 (р ә 0) > ((s 2) > (s > 0) 
Ax, (( >f) >f) > р. 


e) Sistemul lui Nicod. J. Nicod a construit un sistem си о 
singură axiomá şi cu un singur operator (incompatibilitatea 
notatá | ). 


Ax. (91477) К(1(5/5))/(9)(219/(219)) 


Pe lingá regula substitutiei admite regula 


А, А/(В/6) 


11. OBSERVAȚII CU PRIVIRE LA SIMBOLISM 


a. Constantele 1 și 0. Introducerea cifrelor 1 şi 0 pentru 
adevăr şi respectiv fals deschide, ава după cum am văzut 
în cazul minimizării, anumite posibilități pentru formulare 
de noi metode de rezolvare. În același timp noi putem defini 
mai concis funcţiile logice $i formula anumite legi într-un 
mod analog cu cel din algebra numerică. 


Definiţii 

b.g = min (р, 9) 

р Үд = шах (№, 4) 

B-1-5 

$ >q = шах 0, 4) 

Legi 

р" = p (idempotenta „produsului”, adică а conjunctiei) 


пф = р (idempotenga sumei, adică a disjunctiei) 
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b. Scrierea lui Lukasiewicz. Am văzut cá Lukasiewicz a 
introdus sistemul de notare a operatorilor prin N, К, A, C, 
E, D (incompatibilitate), I (excludere): Np, Kpq, Apq, Epq, 
Dpq, Ipq. Această scriere prezintă pentru început anumite 
dificultăţi de citire. De exemplu, formula (p > q) > ((9 > r) > 
— (p ә 7)) care este una din axiomele lui Lukasiewicz se 
scrie: CCpgCCarCpr. Pentru а putea citi această expresie 
procedăm de la dreapta spre stînga: considerăm argumentele 
pr, apoi Cpr, argumentele q, г, apoi Саг, la rîndul lor Cpr si 
Cqr formează argumente pentru CCgrCpr, urmează apoi Срд 
şi în fine întreaga expresie are ca argumente aceste două impli- 
«сар, Putem folosi provizoriu parantezele. 


Fie CCCKA2qrApqC?rq 
C[C[CK (Ара), (АФд)1(С2?) 19 


Transcriem începînd cu implicatia din dreapta: 


(V 9-7) > (V9) > (2 >) ^4 


lată şi expresii pentru forme normale: 


КАдАРХ АХ20 
AK2gK2NqKN?q 

Legi: 

[1] Cpp. Epp (11) EApAqrAA pqr 

[2] CK pgKqp (12) EKpAgrAK pgK pr 

[3] САрдАдр (13) AEpKqrKApqApr 

[4] NKpNp (14) ЕКрАрар 

(5] ApNp (15) EApKpgp 

[6] ENKpgANpNq (16) CK pgp 

(7] ENApgKNpNq (17) CKpqq 

(8] СрСар (18) CKCpqCqrCpr 

(9) CNpCpq (19) CCpqCNqNp 


[10] ЕКрКдгККраг (20) CKCpqpq. 


LOGICA PREDICATELOR 


1. SIMBOLISM 


Piná acum nu am intrat in structura interná a propozitiilor 
elementare. Simbolismul și aparatul logic introdus pînă aci 
nu este totuși suficient pentru a studia raționamente mai 
complicate cum sînt cele de tip silogistic. Într-adevăr, conside- 
rînd silogismul 


Toate coniferele sînt plante 
Bradul este un conifer 


Bradul este o plantă 


el poate fi simbolizat cu ajutorul simbolismului propozitional 
astfel (p-q) — г, ceea ce evident, nu este o lege logică. Este 
nevoie să pătrundem în structura acestor propoziții. Conform 
logicii generale propoziția ,,Toate coniferele sint plante” con- 
stă din a) subiect (,conifere"), b) predicat (,plante"), c) 
copula („sînt”), d) cantitatea (,toate”). Simbolic TS — P. 


Într-o judecată саге аге la bază schema S — Р (4S este Р”) 
termenii S şi P desemneazà ceva determinat, de ex. S poate 
desemna un individ sau o însușire, iar P o însușire. О insu- 
sire Donte si Пе gi subiect ar un individ poate F memor subiect. 
De exempla, sliviu ii 


„„Liviu Rebreanu” un termen indivi- 
dual care poate juca numai rol de subiect, dar termenul 
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tatea ca o noţiune să joace rol de subiect sau de predicat este 
unul din principiile care guvernează silogistica aristotelică. 
Se poate proceda și altfel: putem considera o logică în care 
subiecte sînt numai indivizii, iar predicate numai însuşirile 
(și relaţiile). În acest caz vom avea următoarea schemă logică 
„individul х are însușirea F”. 


Convenim să notăm indivizi oarecare cu x, у, Z, ... si insu- 
şirile cu Е, С, Н, “Atribuirea unei însuşiri individului 
va fi notată cu F(a) в: sau simplu cu Fx. Semnele x, у, 2, 
si F, С, H, ... sînt variabile și anume primele sînt variabile 


individuale, iâr celelalte variabile predicative. Indivizii deter- 
minaţi pot. Чї notati cu a, b, c Multimea indivizilor la 
care £c raporteazá variabilele individuale va finumità domeniu 


de.semnificaţie al acestor variabile. Schema ,,Ех” va fi numită 
A€hemáà de funcţie propozițională. 1 Dacă în locul lui F punem 

Ба ae eterminate, ex. Plantă”, . obținem functii 
Piopoziionaler Ori(z), Pla Plantă (x), tă (x), ceea a ce se citeşte „ж este 


om", ax este plantă”. Schema Fx ве citește în genere ,F de 
a" (sau chiar „= este F”). Fungţia propozițională nu cate 1 încă 
propoziţie dar ea poate fi transformată în propozitie fie „prin 


su ubetit ariabilei fie prin specificarea extinderii insu- 











ca Fa, Fb, Fe, 7 (prin Еу "scheme de propozitii 
de exist enta corespunzătoare cu propoziţiile | particulare) 
scrise astfel Jx Fx | Fx (citește „există x astfel că Fx") şi scheme 
pă ra opem astfe- Vx Ех (citeşte "pentru orite 

de х”)*). Cînd o propoziție se referă Ta cel 1 putin un individ 
se “numeşte propoziție existențială”? și se spune că funcţia 
propoz ipiopalä cate „cuantificată existenţial”, › “semnul 33” 


nüimindu-se cuantor existențial. Cind propoziţia se referă la 
orice individ x ea se numeşte „propozitie generală” (univer- 
SATE grsccspunc c ТавсНа. proporitonalà este cuantificată 
univer ;Semnu numindu-se cuantor universal. De exem- 


plu, functa „Ош (x)? devine prin x = Napoleon propoziţia 
„От (Napoleon rin cuantificare existentialá m (x), 


iar prin cuantificare universală , Vx - Om (x). 4 






*) În loc de Vx se mai poate scrie N x, Ax, (x), Пя, Ах, iar în loc de Эх 
se mai folosesc semnele Ux, Vx, Ex, Xx. 


Prin urmare la simbolismul propozitional se adaugă lista 
de simboluri şi expresii predicative: 
1. х, у, 2, ... variabile individuale; a, b, с, ху, Уһ... Xo 
Уз. constante individuale. - 
2, T. б, Н, ... variabile predicative, - 
3. Fs, Еу, scheme de funcţii propozitionale. 





De notat este cá printre predicate vor fi introduse şi relaţiile. 


Astfel „x — y" va fi considerată ca un predicat de x gi y și 
se va scrie „> (х, y)" (citeşte „mai mare de a și у”). 

Vom avea deci noi scheme de funcții propozitionale. 

4. F(x, у), G(x, у, z) H(x. y. ғ, и), (În funcţie de nu- 
mărul variabilelor individuale vom avea predicate monadice, 
diadice şi în general n-adice). 


5. Fa, Fb, Fe, ... scheme йе propoziţii individuale, 
6. 3x Fx, jy Су, .... scheme de propoziţii existenţiale, 
1. Vx Fx, Vy Gy, ... scheme de propoziţii universale. 
Schemele 3—7 se vor numi propozitionale. Schemele propo- 
zitionale pot forma noi expresii in combinatie cu expresiile 
din logica propozitiilor (sau fárá acestea) prin aplicarea opera- 
torilor propozitionali. Deoarece regulile pentru formarea unor 
astfel de expresii sint ceva mai complicate, preferám să defi- 
nim sistematic noțiunea de „formulă” (sau „expresie logică”) 
în limbajul predicatelor. 

uli de formare а expresiilor (formulelor). 


1. Orice variabilă ” propozițională va fi expresie (formulă). 
27 Orice “aplicare a unei variabile predicative la una al 
multe ХАНЫГ кеййн va f epee (formula). ew ale 
cuvinte orice semi Тим тоган байн (ех. Ех, 


G(x«y), ...) va fi expresie. 
3 Desi A este _expresie А va fi expres. 


4. Dacă. e variabila x necuanti- 
ficată а (libe eră) atunci ЗхА(5) 5i i VaA(x) vor fi expresii“ 


acă A și B sînt expresii atunci А. В, “A 


etc. sint expresii cu condiţia că în ele una 51 aceeaşi variabilă 
nu va apare într- iheră ificată (liberă 


fiind atunci cînd e necuantificatà). 









9) A(z): citește „A de х” sau „Formula А сагс conţine pe x”. 


Conform cu cele de mai sus vor fi expresii (formule) 


Р, qr, Р, 4, r, Ех, G(x, у), 
Fx, G(x, y), Fx, p- Fa, ..., ф\/Ёх, 


Fx. Hy, VxFx - VyHy, Vx3yG(x, у) 


Partea din formulá la care se referá un cuantor va. fi numitá 


domeniul de actiune e al cuantorului. Există gi o restricţie pen- 
tru domeniul de acțiune: o variabilă nu se poate afla în ace- 
lași timp sub acţiunea ambilor cuantori (universal, existen- 
tial). Dacă după aplicarea cuantorului nu se deschide o paran- 
teză atunci domeniul cuprinde numai schema propozițională 
fără operatori propozitionali binari care urmează, dacă se 
deschide o paranteză domeniul tine pînă la perechea ei. 

Ex. în Vx Ех» Gy, domeniul lui үх este Fx, iar in Vx (Ех. Gy)V 
V Hz domeniul este (Ех• Gy). În formula Va((Fx — Са) V 


V Hz) > 3yGy, domeniul cuantorului universal este ((Fx — 





-» Gx) V Hx), iar al cuantorului existential este Gy. Urmátoa- 
rele formule sint exemple de formule necorecte. 

Vx3xG(x, y) (V.3 au același domeniu si leagă aceeași varia- 
bilă). | 

үхЗуС(х, y)eH(x, y) (cele două variabile араг în prima 
parte a conjunctiei ca legate, in timp ce in a doua apar libere). 
Church, Kleene, Moisil 6. a. nu admit aceste două restricții. 


2. PROBLEME RELATIVE LA CUANTORI 
i € MÀ 


a. Raporturiintrecuantori. Vomnotaoformulácare contine 
o variabilă x prin A(x) — citeşte „А care contine pe x" — iar 
dacă contine mai multe variabile şi toate sînt de interes va fi 


notată prin A(x, y), A(x, y, z) ... Íntre expresiile cuantifi- 

cate se pot stabili următoarele echivalente logic: Tente logice importante. 

1) VxA(x) = 3хА(5) 

2) VxA(x) = 3xA( 

(3) 3xA(x) = ухА(х) 
) ЗхА(х) = \/хА(х) 








( 
( х) 
) 


Aceste echivalente sint generalizári ale legilor lui de Morgan. 
neralizările se bazează ре două relati fundamentale între 
operatorii (s, VJ si resp. cuantorii (ү, J). 


(5) VxA(x) = A(x) A(x3)* ...* A(x,) * .. : 


(6) 3хА(4) = Alr) V Alza) у... V Ata) V 


Dacă domeniul de semnificaţie al variabilelor individuale este 





şi x, este muritor şi... $i, éste muritor” (unde Ар, x, 
şînt_ indivizi umani determinati). 
apum : 5 


Е ormula((6))s une cá tfel cà 


cu disjunctia aserțiunilor corespunzătoare_ despre individ”, 
Astfel x Sportiv este echivalentă cu „лу este sportiv 


saw x, este sportiv sau ... sau x, este sportiy". 

Pentru a generaliza formulele lui de Morgan vom presupune 
că domeniul de. sernnificaţie. al variabilelor individuale аге 
numai doi indivizi: хү, х„. Dacă în locul lui p si g din. 


Заты 
de Morgan vom substitui respectiv A(x,) si A(x;) vom obţine: 


(0) AG) Ata) = Ata) у Bt) 






Dacá in for inlocuim conjunctia cu expresia cuantificată 
universal (conform cu (5)), iar în (8) inlocuim disjunctia cu ex- 


presia cuantilicatà existentiat (cont. cu (577, obtinem: 








VAG) = 3a(Àz] н ЗУА() = УхА() 


de unde generalizind la infinit in raport cu x obtinem formulele 


(2) si (4). —— — RU ANE 
Ín mod analog se obtin formulele (1) si (3) generalizind: 


— —M— 





Цэл оар А(х) V À(xj) si 


(10) А(х,) V Ata) = AG) Ae) 


(două cazuri particulare ale legilor lui de Morgan). 
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. b. Poziţia și ardinea cuantorilor. Într-o formulă, cuantorii 
pot să ocupe diferite locuri. › ayala 9). Val 
de exemplu, VxVyA(x, y), 3x3yA(x, y), УхЗУАС(Х, y), 
grupul lor poartă numele de „prefixul formulei”. Prefixul formu- 

i VAN yA(x, y)este grupul V xV y. Dacă prefixul este format 
din cuantori de acelaşi fel (de _ exemplu, VxVy, 3237) == 
“numeşte omogen, în caz contrar (de ex., Vx]y) se numește 
eterogen. Domeniul unui prefix este tot restul formulei. Deci 
cuantorii aflaţi in prefix au același domeniu de acțiune. Într-un 
prefix omogen ordinea cuantorilor este indiferentă, cu alte 
cuvinte un asemenea ргейїх,еєе comutativ. Acest fapt 56. 


exprimă in echivalentele: 


11) VaVyA(x, y) = хА(х, у) 
(12) 33yA(s, y) = ЗуЗхА(», у). 
Íntr-un prefix eterogen, ordinea nu cate rii, Ín loc 


АКШ avem „atei o-Dmpliade; з ГОУ 
(13) 34VyA (x, y) > УуЗхА(х, у) 


(cu alte cuvinte, trecerea este permisá numai їп sensul arátat 
de această formulă). Dacă spunem ,,existá un număr natural 
x astfel cá pentru orice număr y are loc x > y" putem să 
trecem la „pentru orice număr natural y există un număr х 
astfel cá x — y" (prima afirmaţie fiind falsă, a doua adevă- 
rată). 

Trecerea inversă nu este posibilă, (vezi, adevărul nu implică 
falsul). 


1 Distributivitatea în calculul predicatelor. Proprietatea 

18 utr “УГ -hverer-er [scosteres Ca timbol comun]- 
reapar in legáturá cu formulele cuantificate. În сааш în care 
are loc atit distributivitatea cit şi inversa ei, legea care Te 
| exprimá va avea forma echivalentei. Їр cazul cînd are Joc 
numai upa din aceste proprietăți legea саге o exprimă are 
forma implicatiei. Vom avea ЖЕ ЛЫ касын m ME 


————MM ——M—— — ———— -— — 


(14) пу М7 e B(x)) = \хА(х).% уен) 


—— MÀ 


Meme ra e mr err m n nm _—— 


92 


Deci cuantorul universal este distributiv (si poate fi scos са 
simbol comun) față de conjunctie. La fel, _cuantorul exis- 
tenfial față de disjunctie. 

(16) 34(A(2)4 BG) — (3A (3s 34842) 

(17) (хА(а) V V xB(x)) > Мх(А(5) V В(х)) 
Cuantorul existenţial este distributiv fatá de conjunctie (16) 
iar cel universal are proprietatea inversă distributivitátii in 
faport cu disjunetia (17). — EE 


(19) (хА() > 3хВ(5)) э > а. > В(х)). 





Cuantorul "universal este distributiv faţă de implicatie (18), 
iar cel existential are proprietatea invérsá in 1 raport c cu a impli- 
сапа (I9). E LE 

Go Dualitatea cuantorilor. Са Ca şi operatorii (+ ЕЕ 
V. 3) абар і i egüturá cu aceşti operatori sînt duali. 
Dacă o formulă A este formată numai cu чыш din mul- 
imea (—, ° ‚ 3) o formulă obținută prin 1116- 
cuirea fiecărui operator cu dualu] său (deci "x a cuantorilor 


care sint tot un fel de operatori) va fi fi numită duala lui A. 
Astfel, duala formulei ei Зхүу(Ех-Су) V Hz). este. formula. 
ҮхЗу(Ех V бу). Ha). 


^ Ca urmare vom generaliza principiile de dualitate din çal- 
al propozitilor, adicá, le reamintim: 





(22). “ов A > PB este lege logică atunci В? — Ае este 
lege logică. ire 
Formulele (1) şi (3 i 5) și (6). (1) ві (8), (9) ṣi (10). 


şi (15) constituie ГЇН de formule duale in 















sensul regulii (71), таг formulele (16) şi (17), (18) și. (19) sînt duale 
însensul regulii (22). Pentru Е 20) dám са exemplu 


formulele : 
“OEM 16 


(23) үх(А(я) V A(x) 

(24). 320405). А(а)) 

Cum negüm o expresie cuantificatá?-O-expzeeie-euemti- 
ficatá se neagàá rm cu «chivelentele 1—4: se înlocuieşte 
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propozitiilor). Negatia formulei Vx(Fx — Gx) este Jx(Fx—Gx), 
adică ша... "departe. _3x(Fa+ Ga), jar negația 7 formulei 
jx(Fx V Сх) este Vx(Fx V Сх), adică (conform cu o lege a 
lui de Morgan) Vx(Fx-G). 


eun REDĂM EXPRESII DE FORMA A, E, 1, O ÎN LIMBAJUL 
EDICATELOR? 


În logica generală simbolurile A, E, I, O reprezintă respectiv 
judecátile de forma: Toti S sînt P, Nici un 5 nu e P, Unii 
S sint P și Unii S nu sint,P. Aceste judecăţi stau la baza silo- 
gisticii lui Aristotel. În” logica predicatelor ă гый 
£chivalente (reciproc implicative) cu acestea: 

(25) Toti S sint P = Vx 

(26) Nici un S nu este P = Vx(Sx > Px) 

(27) Uni S sint P = 9х(5х.Рх) 

(28) Unii S nu sint P = jx(Sx-Px). 

De notat este că variabilele 5, P reprezintă in silogistica aris- 
totelică termeni generali si cu sferă nevidă. Dimpotrivă, varia- 
bilele Е, G, Н, pot să fic ві cu sferă vidă. Prin urmare, 


quom considera variabilele S, P de acelasi tip cu variabilele 
баг ca 


G, H ci rticular al acestora. La” 


? 
rindul lor simbolurile — ,. sînt aci simple prescurtári pentru 


»dacá... atunci” şi resp. ,,517, nu reprezintă funcții de adevăr. 
(Existà şi alte considerati, ca de exemplu, neutralitatea în raport 


cu extensiunea și intensiunea a variabilelor S, P dar aceste consi- 


deratii nu joacă vreun rol în acest context). La rîndul lor expre- 
sia Үх(3х — Рх) $i celelalte din dreapta echivalentelor sint 








e valabil pentru judecátile A, E, I, O va fi valabil si pentru 
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formulele din calculul predicatelor deși rămîne valabil pentru 


echivalentele Tor-date-tm-25)-—(28). 


sistcme Togice deoschile [slogistica 81 logica predicatelor.) 
t . * T 
Exemplificám, echivalentele de mai sus. „Toti oameni sint 


număr întreg şi x este număr natural", „Unele numere reale 
rim = - 
? devine,,Exis 


тайопашептеїог din limbajul natural in limbajul predicatelor 
este problema numărul unu a analizei logice moderne a gin- 
dirii intuitive. Ea este de o importanţă capitală pentru analiza 
logică și formalizarea teoriilor științifice. 

(În fine, observăm că dacă — ,+ sînt luate în semnificația 
abstractă logic-matematică atunci în locul echiv, (25)— (28) 
avem cel puţin implicaţii). 









4. FORME NORMALE 


Noţiunea de formă normală din calculul propozitiilor se 
poate generaliza şi la calculul predicatelor. 

Dacă o formulă A din calculul predicatelor este transformată 
într-o formulă B astfel că В = A, in B nu apar alti operatori 
decît cei din mulțimea (s, У, —, V, J), iar negația (dacă 
există) cade numai pe variabilele predicative şi propozitionale, 
atunci B se numește redusa lui A. 

O formă redusă este formă normală dacă a) nu conține 
cuantori si este o formă normală booleeaná sau dacă b) cuan- 
torii formează un prefix 51 domeniul de acţiune al prefixului 
este în forma normală booleeană. 


De exemplu, formula 3x3y(Fx V Gy) este o formă normală 
pentru УхЕх > 3yGy 

Forma normală prezentată aci este numită „,prenexă”. 
Aducerea unei expresii la forma normală prenexă trebuie să 
țină seama de regulile de scoatere a cuantorilor în prefix. 
Regulile de aducere la forma normală sînt următoarele: 
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(a) Dacă expresia este fără cuantori se procedează exact 
ca în calculul propozitiilor, 

(b) Dacă conţine cuantori se redenumesc variabilele în aşa 
fel încît fiecare cuantor să lege o variabilă diferită, se scot 
cuantorii în față în ordinea in care ei apar în formulă, iar 
domeniul de acțiune este adus la una din formele normale 
booleene. 

Regula de redenumire. O variabilă legată poate fi înlocuită 
cu o altă variabilă (care după înlocuire va apărea de asemenea 
legată) în întreg domeniul de acțiune din care ea face parte, 
cu condiția ca după înlocuire să se obțină din nou formulă. 

Exemplu. Să se aducă la forma normală expresia УхЕт-э 


- 3xGx. Eliminám implicatia: V xFxV3xGx. Coborim ne- 
сара pe variabila predicativă: JxFx V JxGx. Redenumim 
pe x din partea a doua a disjunctiei (punind in locul sáu pe y): 
3xFxV3yGy (redenumirea putea fi aplicată la prima parte). 


Scoatem cuantorii in față ві obținem forma normală: 
3x3y(Fz V Су). 


Datoritá formei normale noi putem considera simultan o 
clasă de propoziţii (de aceeași formă normală), si de asemenea 
formula care urmează, după prefix poate fi considerată ca o 
formulă a logicii propozitiilor. 

Teoremă. Oricărei formule îi corespunde o formă normală 
echivalentă cu ea. (vezi demonstraţia în Novikov. Elemente 
de logică matematică”. pp. 150—153). 

În afară de forma normală definită mai sus există o formă 
normală specială, denumită, după numele celui care a 
introdus-o, forma normală Skolem. 

O formulă este formă normală Skolem dacă ea este o trans- 
formare a formei normale (prenexe) їш-ава fel cá nici un cuantor 
existențial (dacă există) nu urmează după vreun cuantor 
universal. Forma normală Skolem nu este neapărat echiva- 
lentă cu formula inițială ci ele se află într-o altă relație care 
poartă numele de echivalență deductivă. Echivalenta deductivă 
se defineşte în raport cu un grup de axiome M astfel că dacă 


М,А-ВыМ, BHA 
atunci A este deductiv echivalentă cu B. Dacă A = B atunci 


A este deductiv echivalentă cu B. 
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5. PROBLEMA DECIZIEI 


Problema deciziei їп calculul predicatelor este mult mai 
complicatá decit in calculul propozitiilor. Nu existá o proce- 
durá generalá cu ajutorul cáreia sá putem decide dacá o expre- 
sie este lege logicá sau nu. 

De remarcat este cá notiunea de identic-adevárat corespunde 
aci cu aceea de universal-adevárat, adicá adevárat pentru nu 
importă care valoare individuală din universul indivizilor. 


Expresia Vx(Fx V Fx) este universal adevărată, expresia 


Jx(Fx.Fx) este universal falsă, dar expresia Vx(Fx V Сх) 
poate doar să fie realizabilă pentru o clasă limitată de indivizi. 
Deoarece nu avem un procedeu asemănător formelor normale 
în care să spunem după forma expresiei dacă este sau nu uni- 
versal adevărată, problema este abordată aci în două feluri 
a) axiomatic, b) este redusă la cazuri particulare. 

După numărul de variabile individuale, diferite, la care se 
aplică o variabilă predicativă expresia va fi denumită mona- 
dică (cu o singură variabilă individuală), diadică (cu două) 
sau, în genere, n-adică. Fragmentul din logica predicatelor 
se va numi corespunzător „logica predicatelor n-adice” 
(n = 1, 2, ..., m). Asemănător intrucítva cu rezolvarea din 
calculul propozițiilor există o rezolvare în calculul predica- 
telor monadice. 

Regulă de rezolvare. Dacă o formulă monadică este realiza- 
bilă pe o mulțime M de indivizi, ea este de asemenea realiza- 
bilă pe o mulțime M' cu maximum 2” indivizi, unde n este 
numărul de predicate pe care-l conține formula respectivă. 

Fie formula Vx(Fx— Gy). Dacă ea este realizabilă (este 
satisfăcută) pe o mulțime M atunci ea este realizabilă și pe 
o multime cu 2? elemente (cáci formula contine douá predicate 
F si G). Putem aduce expresia la forma normalá pentru a 
ușura considerațiile. Variabilele libere pot fi cuantificate 
universal. Dacă notăm predicatele cu Р,, Р, ... P, şi varia- 
bilele individuale eu Хү, x;, X,, atunci vom avea expresia: 


(23) (01) (Im) AP P, Ху Xm) 


unde 01, ... Qm reprezintă cuantificarea universală sau exis- 
tentialá a variabilelor individuale respective, Р, ... P, predi- 
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eatele, iar x,... x, variabilele conținute de aceste predicate 
(monadice). Demonstrația se bazează pe corespondenţa care 
se stabileşte între elementele mulțimii M si M' (fiecărui element 
din M i se pune în corespondenţă un element din M' care face 
parte din aceeaşi clasă cu el). În acest fel se defineşte o funcție 
pe mulțimea M care ia valori din M'. Deoarece M' este o parte 
a lui M, formula care va fi adevărată în M va fi adevărată si 
pe submultimea M’ a lui M. (Ne limităm aci la evidență, 
demonstrația poate fi găsită în lucrarea lui P. S. Novikov). 

Regulă derivată. Dacă o formulă A (monadică) este universal 
adevărată pe o mulțime care contine cel mult 2" valori indi- 
viduale atunci ea este universal adevărată. 

Natura elementelor este indiferentă, ceea ce contează este 
pur şi simplu numărul de 2”. Fie, de exemplu, formula 


Vx(Fx VF). Fie M mulțimea numerelor naturale (1, 2, ...) 
şi M' mulțime oarecare de 2” (unde n = 1), deci de 2 elemente 
(douá numere naturale). Putem presupune arbitrar cá, avem 
mulțimea (3,7). Predicatul Е fie ,par". Propoziția noastră 
este „pentru orice x (x număr natural) x este par sau x nu 
este par". De observat este cá aci cuantorul V are actiune 
limitată (nu întreg universal indivizilor, ci o parte — şirul 
numerelor naturale). Ín general se poate vorbi de cuantori 
eu acţiune limitată, „cuantori márginiti" și ei pot fi notati 
de exemplu prin V X, 33 (citeşte „pentru toti acei x” şi res- 
pectiv „există acei х”, unde în locul lui „acei x” se presupun 
elemente dintr-o mulțime determinată, exemplu: ,,numere”, 
„fiinţe vii” etc.). 
Formula de mai sus poate fi scrisă și astfel 


Vă (Fx V Fx). 
În cazul nostru vom avea ,, V x(Par(x) V Impar (x))". Aceastá 
formulă este adevărată pentru oarecare cîmp de 2 elemente, 


de exemplu (3,7) și deci ea este adevărată în genere. Pentru 
cazul nostru avem: 


Par (3) V Impar (3) 
Par (7) V Impar (7) 


În ce priveşte predicatele n-adice (n > 1) nu există regui 
generale de decizie, deși există anumite teoreme de asemenea 
cu acţiune limitată. S-ar putea pune problema reducerii predi- 
catelor n-adice la cele monadice, ceea ce în anumite cazuri 
se şi face. Prin aceasta nu înseamnă că ele sînt inutile căci 
există mulţimi şi anume cele infinite care nu pot fi caracte- 
rizate numai prin predicate monadice (proprietăți ale elemen- 
telor) ci sint necesare predicate n-adice (relaţii între ele- 
mente). 

Mai mult, unele formule sînt realizabile pe o mulțime infi- 
nită dar nu pe o mulțime finită, de exemplu formula: 


V (s, y, z)3u [F(x, х): (F(x, у) ә(Р(у, г) > F (x, г))),Ё(х, м) 


În vederea economiei de scriere atunci cînd cuantori de 
același tip urmează unul după altul în prefix noi putem adopta 
convențiile : 


LLA х, Vx, = Y(x,, X», Xn) 


3х.3х; 3x, = 3(*, 5... х,) 


În legătură cu realizabilitatea formulelor pe mulțimi infinite 
se demonstrează următoarea teoremă. 

Teorema lui Lówenheim. Dacă o formulă este realizabilă 
într-o mulțime infinită (oarecare) ea este realizabilă și într-e 
mulțime numărabilă (adică о mulțime biunivoc-corespondentá 
cu şirul numerelor naturale)*. » 


6. RELAȚII ÎNTRE SILOGISTICĂ ȘI LOGICA PREDICATELOR 


Mai sus am indicat deja echivalentele în logica predicatelor 
pentru judecátile А, E, Т, О. Conform cu echivalentele indicate 
silogistica (bazată pe aceste judecăţi) este echivalentă cu un 
fragment al logicii predicatelor monadice. Chiar din cele 
spuse în paragraful consacrat problemei deciziei rezultă că 
1) problema deciziei poate fi rezolvată pentru silogistică, 
2) silogistica este adecvată numai pentru studierea unor teo- 
rii referitoare la mulțimile finite, dar nu infinite. 


9 Despre decizie vezi mai ре larg in [22] și (28). 


În cele ce urmează, vom reda modurile silogismului cu aju- 
torul aparatului pred catelor monadice. Ca semn al deductiei 
vom utiliza |—. 


Fig. I. 

Barbara : N x(Mx — Рх), Vx(Sx — Mx) |- Vx(Sx — Рх) 
Celarent : N x(Mx — Рх), Va(Sx — Mx) - \/х(5х — Рх) 
Darii : V x(Mx — Рх), 3x(Sx. Mx) > 3x(Sx- Px) 

Ferio : Мх(Мх — Рх), Эх($х. Mx) | Зх(8х»Рх) 

Fig. II. 

Cesare: Mx(Px — Mx), Yx(Sx — Mx) р Vx(Sx > Px) 
Camestres : V x(Px — Mx), V x(Sx — Mx) — Va(Sz — Рх) 
Festino : Vx(Px = Mx), Эх($х• Mx) -- 3x(Sx-Px) 

Baroco : Mx(Px — Mx), 3x(Sx Mx) H 3х(8х-Рх) 

Fig. III. 

Darapti : Мх(Мх = Рх), Vx(Mx — 5х), 3xMx É ja(Sx « Рх) 
Disamis | Jx(Mx. Px), Vx(Mx — Sx) | 3x(Sx-Px) 

Datisi : Mx(Mx — Рх), 3x(Mx* Sx) |- Эа(8х-Ра) 

Felapton : Ух(Мх — Px), Vx(Mx — Sx), 3xMx E 3х(8х e Рх) 
Bocardo : 3x(Mx-Px), Ух(Мх-» Sx) |- 35(5х.Рх). 

Feriso * Vx(Mx — Рх), 3x(Mx-Sx) [- 3x(Sx- Рх) 

(sau Ferison) 

Fig. VI. 

Ватайр: Nx(Px > Mx), Vx(Mx — Sx), ЗхРх is 3х(5х.Рх) 
(sau Bramantip) 

Camenes : M x(Px — Мх), Vx(Mx — Sx) |— Vx(Sx = Рх) 

(sau Calemes) 

Dimaris: 3x(Px* Mx), Vx(Mx — Sx) >> 3x(Sx-Px) 

(sau Dimatis) 

Fesapo: Mx(Px > Mx), Vx(Mx — Sx), ЗхМх È Зх(8х-Рх) 
Ferison : Mx(Px — Мх); Чх(Мх.5х) — 3x(Sx-Px) 
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Avem apoi transcrierea formelor singulare în fig. I si II. 
Barbara  Vx(Mx — Рх), Ма | Pa 

Celarent : Nx(Mx — Рх), Ма|- Ра 

Cesare: Vx(Px — Mx), Ма|- Pa 

Camestres : Nx(Px — Mx), Ma | Pa 


Prin schimbarea ordinii premiselor în fig. a IV-a se obțin 
modurile cu numele respective: Baralipton, Celantes, Dabitis, 
Fapesme si Frisesomorum. (Redarea lor se face de asemenea 
prin schimbarea ordinii premiselor în deducţiile de mai sus). 

Analog sînt redate modurile formate prin subalternarea 
concluziei la modurile Barbara, Celarent, Cesare, Camestres, 
Calemes, adică modurile „slabe? Barbari, Celaront, Cesaro, 
Camestros, Calemos. Este important să observăm cá în „tran- 


* 
scrierile? modurilor la cele însemnate cu | se introduce o 
premisá in plus. Aceasta pentru a preciza caracterul nevid 
al predicatului. 

Introducerea existenței (fie ca o supozitie generală care 
limiteazá utilizarea variabilelor predicative, fie ca mai sus 
prin redarea expresă, ex. ЭхМх) ne dă posibilitatea să redám 
raporturile din pătratul logic clasic şi o serie de inferente 
imediate. De exemplu, „dacă A este adevărat atunci I este 
adevărat” (A|— I) poate fi redată: 


Vx(Sx — Рх), Эх5х [- Зх(85х-Рх). 


Cazul general: 
Va(Fx — Са) > 3x(Fx* Ga) 


nu este adevárat din urmátoarele motive Fx — Gx poate fi 
adevărată chiar cînd x nu există, or in acest caz afirmația 
că Ix(Fx.Ga) este pur si simplu falsă. 

Conversiunea „dacă Toti S sint P atunci Unii Р sint S", 
redatà prin: 


Vx(Sx — Рх), Зх5х |— 3x(Px- Sx) 
nu este totuși valabilă in forma: 
Vx(Fx — Gx)l— Эх(Сх.Ех) din aceleași motive ca si mai 


sus. Prin urmare, nu toate raporturile şi inferenfele bazate 


pe pătratul logic sînt în general valabile în calculul predi- 
catelor. 
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7. CALCULUL AXIOMATIC AL PREDICATELOR 


Vom expune in continuare calculul axiomatic al predicate- 
lor in varianta Hilbert-Ackermann. La axiomele calculului 
propozitional se adaugă axiomele: 


Ах, VxFx > Еу. 
Ах, Еу — ЭхЕх. 


Ах, înseamnă „dacă predicatul Е se realizează pentru orice x 
atunci el se realizează 81 pentru un х oarecare”; Ах, înseamnă: 
„dacă predicatul F se realizează pentru un у oarecare atunci 
putem afirma că există x pentru care F se realizează”. 

Regulile de deducție prime vor fi: 

1. Regula modus ponens (formulată са și în calculul 
propozitiilor). 

II. Regulile substitutiei 

III. Regulile cuantorilor 

IV. Regula redenumirii. 

П. Regulile substitutiei. Deoarece in logica predicatelor avem 
trei feluri de variabile (propozitionale, individuale şi predica- 
tive), vom avea trei reguli de substitutie. 

По) Într-o formulă A putem înlocui o variabilă propozitio- 
nală cu o formulă B dacă se respectă condițiile: a) variabila 
propozițională este înlocuită pretutindeni unde apare în A; 
b) B nu conține variabile individuale libere care sînt legate 
în A sau variabile individuale legate care în A sînt libere, 
c) dacă variabila propozițională se află în domeniul de acțiune al 
unui cuantor, atunci variabila legată de acest cuantor nu se 
află in B. IIg) O variabilă individuală liberă poate fi substi- 
tuită cu orice altă variabilă individuală cu condiţiile că: a) 
substituția se face pretutindeni unde apare variabila în for- 
mulă, b) variabila cu care o înlocuim nu apare legată în for- 
mule dată. 

Пү) Substitutia pentru variabile predicative. Fie o formulă 
A care contine predicatul F, pe scurt A (F (...)). F contine n 
variabile individuale (libere sau legate). F poate fi înlocuit 
cu o formulă B care conţine cel puţin n variabile libere dacă: 
a) variabilele libere ale lui B nu apar legate în A, b) variabilele 
legate ale lui B nu apar libere în A, c) în fiecare caz de apariție 
a lui F în A variabilele lui F sînt înlocuite numai cu asemenea 
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variabile care nu араг legate ín B*. Aceastá parte а regulii 
substitutiei necesită încă unele explicaţii. Presupunem că F 
contine un număr n de variabile pe care le notăm astfel хү, 
хо, .... X, deci vom avea F(x, x, .... Xp) Presupunem 
apoi că F apare de n ori în A și vom nota diferitele sale apariţii 
cu F, F;,...., F,. Variabilele individuale în diferite apa- 
rifii (fie să zicem F, Е;), pot fi asemenea sau diferite. For- 
mula- B contine cel puţin n variabile libere pe care convenim 
să le ordonăm astfel Уу, Yo ..., Ya»... pe scurt В(у, 
у»... YQ...) unde у; $i y; pot fi şi identice. 
Substitutia se produce astfel: a) stabilim pentru fiecare Ё, o 
corespondenţă astfel că oricărui х; îi corespunde un singur y; 
(acela care are același indice), b) înlocuim în B pe fiecare у, cu 
corespondentul sáu x;; c) formula B; astfel obținută adică 
B, (хү, x х...) poate fi pusă în locul lui Е,. 

Exemplu. Sá desemnám prin А formula 

Vx3y(F(x, y) —F(x, z)), iar prin B formula 3n(H(n», t)» 
-H(*,s)). Sá se substituie В în locul lui Е. Vedem că B 
satisface conditiile impuse pentru a putea fi substituit (F con- 
tine două variabile, iar B două variabile libere). F apare de 
două ori: Е,(х, y), F,(x, 2); vom avea în genere F,(x,, x;). 
Pentru F,(x, X2), XX, iar x,y; pentru F,(x,, x), 
ХүшэХ, iar 2 În formula B avem variabilele n, t, n, s 
deci B(n, t, n, s). Ordonám variabilele libere din B astfel 
cà Уул, уз==5. Stabilim corespondenţa între B(y,, у, ...) 
й Pix, xj: ә 


Fix,y) — B(t s, ...) 

F,(x, 2) — B(s,...) 
Înlocuim în B variabilele cu corespondentele lor din F, si 
obținem respectiv B,(x, y, ...) si В,(3, z, ...), adică, reve- 
nind la formula pe саге o reprezintă В vom avea: Jn(H(n, x)- 
-Н(и, y)) şi respectiv 32(H(n, х): H(n, z)) formule pe care 


le vom substitui în A respectiv în locul lui F, şi Е, și vom 


obține: Vx3y(34 (H(», x) H(n, y)) > 3n(H(n, x)-H(», z))) 
* În ediția 1938 а cărţii lui Hilbert și Ackermann condiția c) lipsește 
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III. Regulile cuantorilor 

III a) Din АУ» B(x) se deduce А-» VxB(x) (x este liber în 
B gi nu apare in À); 

III 8) Din B(x)—4A se deduce 3xB(x)—4A (х este 
liber in B si nu apare in А). 

IV. Regula redenumirii. O variabilá legatá poate fi inlocuitá 
cu o altă variabilă (care după înlocuire va apărea, de aseme- 
nea legată), în întreg domeniul de acţiune din care ea face -parte, 
cu condiția ca după înlocuire să se obţină din nou formulă 
$i ca noua variabilă legată să nu apară liberă în formula initia- 
lă* 

V. Regulă (derivată). Dacă formula А(х) (unde x este liber) 
este demonstrabilă, atunci VxA(x) este demonstrabilă. Sec- 
уеша demonstrativă este următoarea: 


А(х) 

А(х) УБҮ? 
РУРУА(х) 
(РУФ) > A(x) 
(b ү?) > VxA(x) 
МхА(х) 


Această regulă corespunde afirmației са dacă A(x) este vala- 
bilă pentru un x oarecare (arbitrar ales) ea este valabilă în 
general (V x A(x)). 

VI. Regulă (derivată). Fie o formulă A(x,, x, хь Ул 
Ys. У„) unde х; sint variabile libere, iar y; sint variabile 
legate. Variabilele х, pot fi înlocuite cu alte variabile z, 
iar уу, cu variabile и; astfel ca locurile in care stau variabile 
identice sá fie puse variabile identice, iar locurile in care stau 
variabile diferite să fie puse variabile diferite. (Demonstratia 
regulii se face prin substitutie si redenumire). 

Exemplu. in Vx3y(F(x, У) V G(x, 2)) vom înlocui pe х 
$i y respectiv cu t şi s, iar pe z cu и şi vom obține V/3s(F(, s)V 


үС(, 4). 


9 Această condiție lipseşte de asemenea în ediția аш 1938. Fără această 
condiție din Jx(x =“ y) s-ar obţine 3x(x =“ x). 
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Теогете. 

Teorema 1. V x(FxVF x). Această formulă nu este altceva 
decît tertul exclus generalizat. Pornim de la f V f (formulă 
deja demonstrată). Substituim p cu Fx $i obţinem: 


Fx Ех 


Aplicám apoi regula care spune că dacă А(х) e demon- 
strată atunci VxA(x) e demonstrată şi obținem: 


Vx(Fx V Ех) 
Teorema 2. VxFx — ЭхЕх (Se demonstrează din Ах, 
si Ах;), 
Teorema 3. Vx(A V Fx) > A V VxFx. În Ax, operám 
F/A ү Ег (reg. Пү): 
Vx(A V Ех) > (A y Еу) 


Орегаш in aceastá formulà АЈА: 


Vx(À y Fx) > (А У Еу) 


Aplicăm definiția implicatiei şi regula substituirii de eehiva- 
lente: 


Vx(A > Fx) > (А > Ey) 
Conform cu regula X (calc. ргорог ог): 
Vx((A — Fx)-A) > Ey 
De aci prin III aj: 
Vx((A > Fz)-A) ^ VyEy 
Redenumim pe y cu x (reg. IV): 
Ү«((Х = Ел)-А) = VaFx 
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Aplicám regula X (calc. propozitiilor): 
Vx(À > Fx) > (А > VxFx) 
Prin definitia implicatiei $i substituirea de echivalente ob- 
tinem: 
VX(À y Fx) (A V VxFx). 
Suprimám dubla negatie: 
Vx(A V Fx) > (A V VxFx) q.e.d. 


Teorema 4. МХ(А — Ех) — (А — VxFx) (Se obţine din 
Th. 3). 


VII. Regulă. Dacă formula А — (B — C(x)) este demon- 


strabilă atunci este demonstrabilă si formula A — (B > 
э VxC(x)). 
Зиромие: А — (B — C(x)) 
(А-В) — C(x) (reg. X calc. prop.) 
(А.В) = VxC(x) (reg. IIIa) 
А — (B > VxC(x)) (reg. X calc. prop.) 
(Se consideră cá A şi B nu contin variabila x). 
Teorema 5. А > МХ(А V Fx). 
Se obtine din p — (p V q) prin substitutii si reg. III. 
Teorema 6. Vx(A V Fx) = AV VxFx (Se descompune într-o 
conjunctie de implicatii dupá care se poate demonstra utili- 


zind Ax, гер. IV (calc. pred.), reg. X (calc. propoz.) III 
(calc. pred.). 


Teorema 7. VWx(A = Ех) = А — VxFx (se dem. din 
Th. 6). 


Teorema 8. Vx(A- Fx) = А. VxFx. 
Se descompune in douá implicatii: 
a) Vx(A-Fx) — (A-VxFx); b) (A- VxFx) —^ Vax(A- Fx) 


Dem. lui a) Secventá demonstrativă (cititorul urmează să 
indice singur regulile aplicate). 
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Vx(A*Fx) — (А.\ухЕх). 

Vy(A- Fy) — (A. Fx). 

(A.Fx) — Ех 

Vy(A.Fy) — Ех 

Vx(A* Fx) — VxFx 

(A-Fx)— A 

Vx(A* Fx) > А 

Se aplică (p — q) — ((p — г) — (p — (q-r))) si regula modus 
ponens consecutiv si se obtine formula doritá. 
b) (A VxF(x) > Vx(A«Fx). 

VyFy > Ех 

AV yFEy > А. Fx. 

(A: VxFx) > Vx(A-Fx). 


Din a) si b) se obtine Th. 8. 


Teorema 9. УхУуЕ(х, y) = V yVxF(x, y). 

V=VyF(z, y) > VyVxF(x, y) 

VzMuF(z, и) ә VuF(x, и) (din Ах,) 

VuF(x, и) — F(x, y) (din Ax. 5) 

VzMuF(z, и) — F(x, y) 

VzWMuF(z, и) ә VxF(x, y) 

VaNX yF(x, y) > МуУхЕ(х, y) 

Analog se obține și VyVxF(x, y) > УхУуЕ(х, y) 

Teorema 10. Ух(Ех.Сх) = (VxFx* VxGax). 

a) Vx(Fx*Gx) — (үхЕх-ҮхСх) 

Уу(Еу- Су) = (Fx: Ga) 
(Ех. Gx) — Fx 
(Ех. Сх) > бх 
Vy(Ey- Gy) > Ех 
Vy(Fy* Gy) > Gx 
Vx(Fx«Gx) — VxFx 
Vx(Fx* Сх) ә УхСх 
Vx(Fx« Сх) > (VxFx*VxGx) 


| din acestea se obţine respectiv: 


| din acestea: 
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b) (VxFx- VxGx) > Yx(Fx. Gx) 
VyFy > Ех 
VyGy — 6x 
(VyEy- Мубу) > (Ех. Gx) 
(VxFx* VxGx) > Vx(Fx*Gx) 
Din a) şi b) se obține Th. 10. 
Teorema 11. Vx(Fx — Сх) — (VxFx — \/хСх) 
V y(Fy > Gy) > (Fx > Сх) 
Fx - (Vy(Ey > Gy) > Gx) 
VyFy > Ех 
Муу > (Vy(Ey > Gy) > Са) 
VyEy- Vy(Fy ^ Gy) > Сх 
VxFx* Vx(Fx — Сх) > VxGx 
Vx(Fx — Сх) > (VxFx — VxGx) 
Teerema 12. V x(Fx = Сх) > (VxFx = VxGx) 


Demonstraţie. Înlocuim  echivalentele cu implicații reci- 
proce: 


Vax((Fx — Gx).(Gx > Fx)) etc. Apoi din Th. 10. 
Vax((Fx — Сх): (бх — Fx)) = (Vx(Fx — Сх). Vx(Gx — Fx)) 
Din Teorema 11: 
Vx(Fx = Сх) — (VxFx > \/хСх) 
Vax(Gx > Ех) — (VxGx — VxFx) 
Tinind веаша cà avem trei formule de tipul: 
А = (В.С) 
B > (D > E) 
C > (E > D) 


putem deduce din ele А — (D = E) ceea ce reprezintă for- 
mula noastră, 
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Teorema 13. Aceastá teoremá se referá la raporturile de 
echivalență dintre expresiile cuantificate : 





ЗхЕх = VxFx etc. 


Să dăm demonstrația acesteia. O descompunem în două: 














a) ЗхЕх-» VxFx b) VxFx = jxFx 
VyFy > Fx Ех — 3yFy 
Fx > VyEy JyFy — Ех 
Fx VyFy 3xFx > VxFx 
jxFx — VxFx VxFx -> ЗхЕх 
үхЕх-» ЭхЕх 


Ехєгсий. Sá se demonstreze teoremele: 


Teorema 14. V x(Fx —5 Gy) — (1хЕх-» 3xGx) 

Teorema 15. Nx(Fx — A) — (3x6x — A) 

Teorema 16. JxVyF(x, y) — Vy3xF(x, y) 

VIII. Regulă (generalizare a regulii schimbului dc echiva- 
lente) Fie date douá formule A(x, v, и) si B(x, y, u) 
care contin variabilele libere x, 5, u si nu contin alte 
variabile libere. 

Гаса A(x, y, .... u) — B(z, y. и) este o formulă de- 
monstrabilă si există o formulă C astfel cá ea contine pe A 
(...) ca parte (o dată sau de mai multe ori), iar A(...) contine 
alte variabile în loc de х, y, ...., м şi даса D este o astfel de 
formulă care se obţine din C prin înlocuirea în ea a lui АС...) 
în unele sau în toate locurile cu B(...), atunci С = D este 
de asemenea demonstrată“. 

Pentru deductia de formule se poate folosi ca regulă princi- 
piul dualității despre care am discutat deja mai sus. 


8. PROPRIETĂȚILE SISTEMULUI AXIOMATIC AL PREDICATELOR 
Pentru demonstrarea acestor proprietăți vom urmări ca 
$1 în cazul calculului propoziţiilor îndeaproape textul lui Hil- 


bert şi Ackermann. 


9 Formulare dupá [16]. 
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a. Necontradicţia. Pentru a demonstra cá sistemul expus 
mai sus este necontradictoriu se dovedește că toate formulele 
axiome sau teoreme posedă o proprietate pe care nici o altă 
formulă corectă a calculului nu o posedă. În acest scop ne 
slujim de următorul procedeu : a) nesocotim cuantorii si varia- 


bilele individuale, b) tratăm variabilele predicative ca varia- 
bile propozitionale, c) formulele astfel obţinute vor deveni 
toate formule ale logicii propoziţiilor, ale căror variabile vor 
lua semnificații din mulțimea (1,0) (unde 0 == 1), d) orice axio- 
mă sau teoremă va lua valoarea 1 și nu valoarea 0. Dacă 
lucrurile stau astfel atunci sistemul este necontradictoriu. 

Pentru axiomele Ax, — Ax, proprietatea este deja demon- 
strată. Fie Ax, VxFx — Еу. Ea devine prin procedeul de mai sus 
Е — Е. Ax, Fy— 3x Fx de asemenea devine Е — Е. Or, s-a 
demonstrat in logica propozitiillor cá p — p este o teoremă, 
prin urmare F — F va fi teoremá 51 deci va avea valoarea 1. 

Mai departe urmeazá sá arátám cà regulile de deductie 
transformate corespunzátor duc de la formule cu valoarea 1 
numai la formule cu valoarea 1. 

Deoarece am suprimat variabilele individuale 51 cuantorii 
aplicarea lor se reduce la simpla repetitie a formulei sau la 
apliearea regulilor din logica propoziţiilor. Regula modus 
ponens rămîne neschimbată, regula substitutiei se reduce la 
cea din ealculul propozitiilor, regulile cuantorilor se transformá 
in simple repetiţii, adică: 


А — B(x) : А > В 
devine 
A — МхВ(х) - В 
B(x) — 
iar (E devine Bera 
ЭхВ(х) — А - А 


regula redenumirii de asemenea se reduce la о simplá repetitie, 
ca de exemplu in cazul: 





VxFx > Еу . FF 
—— care devine 
VzFz— Fy Е Е 


(A nu se confunda bara acestor reguli cu negația. Vezi și m. d.) 
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În legătură cu această demonstraţie de necontradictie se 
ridicá o problemá. Domeniul din care iau valori formulele 
noastre este finit (respectiv fiecare formulă ia valoarea 1). 
Ce se întimplă dacă introducem premise cu domenii infinite? 
(De exemplu, axiome matematice.) Nu devine sistemul ne- 
contradictoriu? Pentru a rezolva această problemă Hilbert 
şi Bernays au construit o teorie specială (vezi Grundlagen der 


Mathematik). 


b. Independenţa. Se cere acum să demonstrăm că пісі шпа 
din axiomele Ax, — Axg și regulile indicate nu sînt de prisos. 


1. Axiomele 1—4. În calculul ргорог Шог aceste axiome sînt 
independente (ele nu devin de prisos chiar atunci cînd se ia e 
axiomă suplimentară cum е cazul în sistemul lui Russell, 
sau o altă axiomá ca p — p). Pentru a demonstra că nici în 
cazul de faţă ele nu sint de prisos, operám din nou o „reducere? 
a calculului predicatelor la calculul propoziţiilor în acelaşi 
mod în care am procedat mai sus. Ambele axiome predicative 
Ах, şi Ах, devin Е-- Е, or ele nu se pot deduce din Е — Е 
şi deci nici dintr-o axiomă suplimentară cum e p — p. Regu- 
lile de diductie suferă acelcagi tra::formári са și în сагш-ал»- 
contradictiei. 


2. Independența Ах, și Ax,. 


Procedeu. Pentru a demonstra independența Ax, se înlo- 
cuiește pretutindeni în formula considerată expresia de forma 
\УхА(х) cu expresia de forma VxA(x)V p V p. De exemplu, 
formula Vx (А,Ех) > (A- VxFx) devine prin transformarea 
indicată (Vx(A.Fx) V p Vp) — (A-(VxFx V p V p)) Expre- 
siile înlocuite sînt Vx(A«Fx) şi respectiv VxFx. În acest caz 
orice formulă сагс sc poate deduce din Ax, — Ax, și Ах, 
devine din nou formulă deductibilă din aceleaşi axiome după 
transformarea amintită. Dimpotrivă, Ax, devine prin trans- 
formarea amintită (VxFx V p Ур)-» Еу, formulă care nu 
mai este totdeauna adevărată. Într-adevăr, membrul întîi 
al implicatiei, adică (VxFx V p Vp) = 1 (deoarece disjunctia 
contine un membru adevárat p V p) in timp ce Fy poate fi 
adevárat sau fals. Dacá Fy — 0 atunci formula devine 1 — 0 — 
= 0. Pentru a demonstra independența axiomei Ах, vom în- 
locui orice parte de forma ЭхА(х) cu ЗхА(хррер. Toate for- 


Tu 


mulele deduse din Ax, — Ах; se vor deduce 51 în acest caz, 
dimpotrivă Ах, (adică Еу-» ЭхЕх, nu este deductibilă 
deoarece ea devine: Fy > (1хЕх-р-р). Avînd în vedere că 
р•р = 0, (3хЕх.р•р) = 0. Ог Еу =1 sau Еу = 0. Сіпа 
Еу = 1, vom ауеа 1 0 = 0. 

Regula substituţiei. а). Se arată cá există o formulă care nu 
poate fi dedusă fără regula IIx), de exemplu VxFx > 3xF»x. 
В). Eliminám variabila z dintre variabilele individuale astfel 
că. vom obține de exemplu din F(x, 2) pe Fx, iar din Gz pe 
G. În acest caz toate formulele care au fost demonstrate fără 
această regulă IIg) vor fi demonstrate si de astădată, în timp 
ce formula Vx Fx — Fz care se obtine din Ах, prin y/z devine 
o formulă indemonstrabilá, adică VxFx > Е. 

y). Înlocuim in formulă orice parte de forma Vx A(x) care 
contine predicatul G cu formula VxA(x) V p V p. Orice for- 
mulă demonstrabilă fără IT.) devine din nou demonstrabilă 
în timp ‘се VxGx — Су devine Үх(СхҮУр Ур)-» Су ceea 
ce nu se deduce, căci p Vp = 1 şi deci (Gx Мр V p) — 1, 
iar Су = 1 sau Gy = 0. Cînd Gy = 0 implicatia devine 1-» 
- 0 = 0. 

Regulile cuantorilor. a). Ínlócuim pe WxA(x) din formule 
cu VxA(x)*p.p. Formula Vx(Fx V Ех) demonstrabilá си aju- 
torul acestei reguli devine Va(Fx V Ех)-р-р care este in- 
demonstrabilă deoarece p«p = 0, iar Va(Fx V Fx).0 -0. 

В). Înlocuim în formule partea de forma 3xA(x) cu 3xA(x) V 
V p V p. Formula ЗЧа(Ех»Ех) demonstrabilă cu ajutorul aces- 
tei reguli devine 3x(Fx*Fx) V p V p, ceea ce nu mai poate fi 
dedus. Într-adevăr, 3x(Fx.Fx) V p V p este echivalentă cu 
3x(Fa- Fx) > (р Үр), formulă ce se obţine din (Ех-Ех) -» 
(p V p) prin aplicarea regulii III). 

Regula redenumirii. Eliminám din formulă variabila legată 
z. Prin aceactă transformare formula VzFz — Fx demonstra- 
bilă prin redenumire devine F — Ех, ceea ce nu mai este 
demonstrabil. Redăm cele de mai sus într-un tabel sinoptic: 
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Axioma Proprietatea Procedeul Rezultat 
sau regula 





Ах,, Ах, Necontra- Eliminám cuantorii| Ele devin Е-Е, dar 

dictia şi variab. individ. | Ах, și Ах, са 
atare nu se pot 
deduce din aceasta 











Reg. subst. Se reduce la regula 
Repulile | subst. din calc. 
Neuantorilor prop. 
si regula Devin simple repe- 
redenumirii titii 
Ax; Independ. Partea de forma | Ах, devine 


V xA(x) se înlocu- | (МхЕХУрУ?)-»Еу 
ieşte cu Vx A(x)V | care nu este uni- 


ҮРҮ? versal adev. 

















Ax, ЗхА(х) se inlocu- | Ax, devine E 
ieşte cu 3xA(x)- | Fy—(3xAG)- 9-2) 
pb care nu este univ. 


adevărată 


Regula II,) Formula Vx Fx =» 
— jx Fx nu poa- 
te fi dedusă fără 
Ha) 

IVxFx—Fz nu poate 

fi dedusă 


VxG+—=Gy devine 
indemonstrabilă 


Regula Пв) | Independent | Eliminám pe z. 


Regula II.) Vx A(x) cate соп-' 
tine С e înlocuit 


Е cu Vx А(3)УРУР 
Regula ПІ.) V xA(x) se inlocu- 





Vx(F4V Ex) devine 
ieşte cu МхА(х). | Vax(PXVFx)-p- p 
ep- P si deci indemons- 


trabilá 





Regula IIIg) Formula Jz(Fa-FEz) 


demonstrabilă cu 
ajutorul reg. III 
devine apoi inde- 
monstrabilă 





3xA(x) se inlocu- 
leste cu JxA(X)V 
Үрүр 













Regula IV Eliminám pe z cind | Formula Уг PF 
este legat demonstrabilă prin 
IV, devine Е-еЕх 


nedemonstrabilă. 
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c. Completitudinea. Calculul predicatelor nu este complet 
in sensul in care acest lucru a fost definit in legáturá cu calcu- 
lul propoziţiilor. Într-adevăr, există o formulă indemonstra- 
bilă JxFx — УхЕх (ea este falsă de îndată ce domeniul lui x 
este mai mare de un element) formulă care anexată la siste- 
mul de axiome amintit nu-l transformă totuși în sistem contra- 
dictoriu. Într-adevăr, dacă după anexarea acestei formule 
încercăm să demonstrăm necontradictia prin procedeul de 
mai sus nu vom obține o contradicţie, căci ea devine ca și cele 
două axiome Е — Е (după eliminarea, cuantorilor 61 varia- 
bilelor). 

Hilbert şi Ackermann dau o procedură pur formală de demon- 
stratie a imposibilității de a deduce această formulă. a) Se 
leagă variabilele libere din formule prin \/ care se așază în 
fata întregii formule, b) se înlocuiesc expresiile de forma Vx 
A(x) si ЗхА(х) respectiv cu A(1)-A(2) și A(1) V A(2) (unde 
1,2 sint nume de obiecte individuale). Vom avea acum pe 
lîngă variabilele р, 4, r, ... formele F(1), F(2), G(1, 2),... 
pe care le inlocuim cu diferite variabile propozitionale, astfel 
că în ultimă instanță avem peste tot numai variabile ргеро- 
ziţionale. În acest caz orice formulă demonstrabilă a lcgicii 
predicatelor devine o formulă identic-adevărată a logicii pro- 
poziţiilor. Demonstrația se face ре rînd pentru axiome 
reguli. 

Ах. Prin procedura indicată VxFx — Fy devine Vy(VxFx — 
— Еу). Eliminind pe Vx obţinem V y((F(1)- F(2)) — Еу), apoi 
prineliminarealuiyobtinem [(F(1). F(2))— F(1)]- [((F(1).F(2)) > 
— F(2). Înlocuim termenii F(...) prin variabilele pro- 
pozitionale: ((p-q)— p)-((p.q) — q), ceea ce este o lege 
a logicii propozitiilor. 

Ах,Еу-» ЗхЕх devine Vy(Fy — ЭхЕх). Eliminind pe rînd 


cuantorii după procedeul de mai sus, obținem: 
Vy(Ey = (FU) V F(2)) si apoi 
[F(1) ^ (PU) V F(2) M[F(2) ^ (F(1)VF(2)) 
De unde: (—(5Vq)-(g— (pV q)) ceea ce este o 
lege logică. 


Aplicarea regulilor de deducție conservă proprietatea irdi- 
cată. 1 
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Regula substitutiet. x). Dacă în locul variabilei propozitio- 
nale avem de pus o formulá predicativá, prin procedeul dat 
mai sus ea devine o formulă a logicii propozitiilor care se sub- 
stituie dupá regula indicatá acolo. 8) Variabilele individuale 
dispárind formula obtinutá prin substitutie IIg) devine o 
simplá repetitie *y) Regula se reduce la cea din calculul propo- 
zitiilor. 

Regulile III revin la reguli din calculul propozitiilor. Re- 
gula IV devine o simplá repetitie. Regula modus ponens apli- 
catá la formulele predicative se transformá dupá cum urmea- 
zá: 


А(х), A(x) — B(x) 
B(x) 


Vx A(x), Vx(V(x) > B(x)) 
үх B(x) 
А(1) A(2), (A(1) > В(1))-(А(2) > B(2)) 
B(1)- B(2) 


Р"4, (p > r)*(q > 8) 


Tes 


Ultima este o regulă a logicii propozitiilor. În acest fel s-a 
dovedit că orice formulă adevărată a logicii predicatelor devine 
propoziţie adevărată a logicii propozitiilor. Formula ]xFx — 
-» MxFx nu are această proprietate. Prin transformare ea de- 
vine (Е(1) V F(2)) — (Е(1)-Е(2)), adică (p V q) — (раа), ceea 
ce nu este lege logicá. Prin urmare, in sensul strict de mai sus 
sistemul axiomatic al predicatelor nu este complet. Dar 
completitudinea poate fi definitá si in alt sens. Pentru aceasta 
vom apela la noţiunea de formulă universal valabilă. Hilbert 
şi Ackermann definesc în felul următor această noțiune „О 
formulă a calculului predicatelor se numește universal-vela- 
bilă dacă, independent de aceea care este domeniul indivizilor, 
prin orice substituție a variabilelor respective cu propoziţii, 
nume de indivizi din domeniul dat și predicate ale acestor indi- 
vizi ea devine propoziţie adevărată”. Un sistem este complet 
dacă în el pot fi deduse toate formulele universal valabile 
constraibile în acest sistem. Demonstrația acestui fel de com- 
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pletitudine a fost dată de Kurt Gödel. Această demonstraţie 
se foloseşte de forma normală Skolem si de o interpretare în 
domeniul numerelor naturale. Kurt Gódel a dovedit că fie- 
cărei formule universal-valabile îi corespunde o formă norma- 
lă Skolem care este deductibilă din sistemul de axiome. Con- 
form cu echivalenta deductivă dacă A şi B sînt deductiv echi- 
valente și dacă una din ele este adevărată cealaltă va fi d 
asemenea adevărată: 


M, A} B; M, BI- A, A | 
5 | 

M, А} B; M BI- A,B | 
А 


Din cele de mai sus rezultá са даса orice formá normalá Skolem 
universal valabilă se deduce din axiomele predicatelor, atunci 
sistemul este complet. 

Teorema lui Gódel despre completitudine. Orice formulă uni- 
versal valabilă a logicii predicatelor este demonstrabilă în 
acest calcul (Cititorul dispune în limba română de demon- 
strația acestei teoreme în „Elemente de logică matematică”. 


de P.S. Novikov). 


9. JEXTINDEREA LOGICII PREDICATELOR 


Logica predicatelor expusă mai sus are unele particularităţi: 
a) ea folosește numai predicate de indivizi, b) variabilele pre- 
dicative nu sînt cuantificate, c) operatorii pentru variabile 
se reduc la cuantori. Totuşi există mai multe căi de a dezvolta 
logica predicatelor: 1) introducerea operatorului descriptiei 
(tx) și a operatorului abstractiei (Ах), 2) introducerea predi- 
catelor de predicate, 3) cuantificarea predicatelor. 


Operatorul descriptiei. Expresii de felul: „Acel scriitor 


care este autorul romanului lon" sau „„acel matematician 
care este autorul. geometriei absolute”, se numesc expresii 


descriptive. În general ele au forma „acel individ care este ...”. 
Pentru a reprezenta în logica predicatelor termeni sau propo- 


ziţii cu subiect de formă descriptivă se introduce pe lingă 
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tiei. Acest operator se notează cu litera P 

om introduce, de asemenea, semne pentru predicate indivi- 
duale (descriptive): f,, fz, (sau altfel). Vom avea termeni 
de forma: 


(ux)f,x („acel x astfel са f, de x”). 


Predicatele f, sînt definitorii pentru x astfel cá numai 
Ч re predicatul f. fe spune în acest caz са descriptia are 


proprietatea unicităţii. Dacă vom scrie (ux) Om (x) este evi- 
ent că această expresie nu se bucură de unicitate (căci nu 
există numai un x care să aibă proprietatea От). Dar expre- 
sia (125) x este autorul romanului «Mizerabilii»” trimite la 


un singur individ (Victor Hugo). Expresiile descriptive pot 
fi termeni ai unei propoziţii dar ele nu sînt propoziţii (cu toate. 


că ele au o parte propozițională). Pentru a reprezenta propo- 
Lon 0ч RED 5 . . Лиг. 
тлее си She Ihdividual решт introduce pentru indivizi 





determinati semnele x,, x;,... Dacă x, este dat printr-o 
descriptie, de exemplu, (15) х atunci putem scrie în loc 
de Но), х) („асе х care este f, este H”), sau pur si 





simplu” M tx)fix. ) Există o întreagă teorie a descriptiei și mai 
multe métode de tratare. 
plurale care delimitează i clase de indivizi. Ele au 


forma „acei x astfel cá Fx". De exemplu, „acei indivizi care 
sînt locuitori ai orașului Bucureşti”. Ele abstractizcazá (izo- 
lează) prin proprietatea indicată o clasă de obiecte. În vederea 
Teprezentarii unor astfel de expresii se introduce un operator 
special (Ax) („acei care") numit Х-- operator sau operatorul 


abstractiei. f 
acei x astfel cá Е de x"); (Ax) Om (x), (Ах) Anima 


> 
Putem scrie AxFx. Dacă după expresia (Ax)Fx vom „pune o 


constantàá individuală] de ex. atunci vom obtine[ Ех, 
expresia care înseamnă „acei tfidivizi care au însușire 


x, este un astfel de individ”. Altfel spus AxFxx, desemnează 
acelaşi lucru ca şi Fr. Trecerea de 18 expresia [aE rz T Ta 
numele de à- conversiune. Bazat 
pe această conversjune și pe operaţia de compunere, Alonzo 
Church a construi твт ui) Opes rn 


punere este aceea prin care din două ехргеві (Ё și В) 


















а 
ЭМ u 


ej e, 
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prin simplă alăturare o a treia expresie AB. De exemplu, din 
Е și x obținem Fx. (Calculul 2-conversiunii face parte dir. 
logica combinatorie). 







antificarea predicatelor. Uneori rem sá arátám cá o 





Ех pu devine adevărată nici pentru orice х nici ici pentru orice 


desi pot fi alese semnificaţii pentru сагс ca 
———— ——— 
. Vom scrie deci: ' („există F și 
există x pentru care F de х” , сееа ce înseamnă : деш predi 
cate de indivizi 81 existá indivizi pentru c no агшин. 
redicate”). Dacă vrem să spunem cá orice relație de echi- 
valență este simetrică vom scrie: VR(Vx Уу (R(x, у) = VF 
(Fx = Бу) > УхүуЕ(х, у) = RO, х)). 






4 icate, În logica predicatelor studiată 
piná aci am făcut o separatie netá intre ideea de subiect 51 
redicat, ca şi între subiect si propozitie. Stim insá cá in gin- 
direa intuiti dirsa intuitivă i insesi propoziţiile si predicatele pot deveni 
obiecte pentru sel Driponpr Хп ia proponi озн. 
este om", termenul ,,0m" joacă un rol de predicat, iar in pro- 
poziţia „toţi oamenii sint muritori” termenul ,,ош” joacă 


rol de subiect. Posibilitatea de a їг ransforma predicatul їп su- 


biect in cadrul aceleiași teorii logice este unu] din- principiile Te 
silogisticii aristotelice. La rindul lor propoziţiile pot deveni 
subiect. Exemplu, propoziția ,,Socrate este om,, devine su- 


biect pentru propoziția „«Socrate este om» este propoziţie 
adevărată” (avem aci o propoziție despre altă propoziţie). 
Dacă vrem să spunem că o relaţie este tranzitivă (de exemplu, 
implicaţia) atunci acest lucru nu va putea fi făcut numai cu 
ajutorul limbajului utilizat pînă aci cu toate cà neexplicit 
putem formula ideea de tranzitivitate astfel: 


VW yx z((xRy. y Rz) — xRz) 


Pentru a spune explicit cá aceasta este definitia tranzitivitátii 
si nu o formulă oarecare din calculul predicatelor vom intro- 
duce predicatul Trans (prescurtare de la tranzitivitate): 


Trans (К) = WaN y Vz((xRy • yRz) — xRz) 
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Este necesară deci introducerea unor predicate de predicate. 
С im să notăm .predicstele de. pradicato-de-indivizi cu 
Ф, Y, N Араге astfel o ierarhi tii ropozitio- 
ale їп functie de tipul predicatelor. 

"Aceasta-fermyhic à Toat studiată în detaliu de către Bertrand 
Russel în așa-numita teorie a tipurilor. Vom avea o ierarhie 


a indivizilor şi predicatelor (respectiv a simbolurilor corespun- 
zătoare după tip) și a expresiilor după ordin. 





Tipul 0: а, b, c ‚ х, У, 2, 
Tipul 1: Е, 6, Н, ‚ Е,, Gu Hu, 
Tipul 2: Ф, y. Xx. Фү Yis Эл 


. Regulá de ierarhie. Dacă avem o ехрге are este formată 
ЕЕ шш (numărul lor esté-ébligatoriu finit) si 
dacá cel mai inalt tip care poate fi determinat clasificind sem- 
nele expresiei are numărul n, atunci expresia х are numărul 
a 2L 0 schemi de аера propozronalf (fara variabile 
cuantificate) va fi numită ,jmatrice". Schemele care rezultă 
din aplicarea variabilelor predicative (tipul 1) la variabilele 
individuale (tipul 0) vor fi matrice de ordinul 1. Ex. F(x), 
F(y) ... G(x, y), H(x, y, z), ... Prin cuantificarea variabi- 
lelor de tipul 0 se obtin expresii de asemenea de ordinul 1. 
La fel pri Cábstituries Ordinul doi se va obtine prin aplicarea 
semnelor de tipu a semne sau expresii de tipul 1 51 prin 
cuantificarea variabilelor de tipul 1. 


Exemple. Ф(6), Ф(бх), Ч(Н(х, y) 
VG Ф(6), VG Ф(Са), Зүүх ф(Н(х, у)) 


(Dacă se cuantificá numai o parte din variabile expresia 
poate fi luatá ca predicat in raport cu restul variabilelor. 
Ex. VxF(x,y) poate fi scrisá P(y)). Fic apoi cazul: 

VF(Fx = Еу). Aci Fx = Еу poate fi prezentată ca un 
predicat de ordinul 2: — (Fx, Fy). Sau dacá notám — cu 
Echi, vom scrie Echi (Fx, Fy) şi mai departe (V Echi) Echi 


(Ех, Fy). Rezultă că logica predicatelor de ordinul doi cuprinde 
expresii cu predicate de tipul 1 їр care variabilele predicátiye 
Аа вап expresii сї variabile predicative de tipul 
Tare variabilele de tipul 0 și 1 sînt sau nu cuantificate. 


(La acest nivel variabilele de tipul doi nu sint cuantificabile.) 
Cuantorii se vor extinde de asemenea 51 asupra variabilelor 
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propozitionale (р, 4, r, ..). Ca urmară vom obţine (tot în 
logica predicatelor de crdinul 2) expresii Nropozitionale cuan- 
tificate : 


V p(p-P). 


Pe lingă toate tautologiile logicii ргоро2 ог vom putea intro- 
duce cuantorul universal astfel că 
dacă A(p, q) este o tautologie atunci 

VpYWaA(p, q) va fi de asemenea o tautologie. Iată şi o for- 
mulă universal valabilă din calculul predicatelor: 


VEVx(Fx V Ех). 


(„Indiferent care ar fi proprietatea F si individul x este ade- 
vărat sau cá individul are proprietatea respectivă sau cá n-o 
are".) Prin cele de mai sus operatorii propozitionali pot fi 
ei însiși trataţi ca predicate. 

Calculul predicatelor de ordinul doi ne dă posibilitatea să de- 
finim în termeni de predicate ideea de număr. În acest caz 
numărul va apare ca predicat de tipul 2. De exemplu, zero 
se va defini astfel: 


Zero (Е) = JxFx 
Apoi: Unu (Е) = 3z(Fx* Vy(Ey > (х = y) 


IV 


CALCULUL NATURAL 


1. CONSIDERATII GENERALE 


Piná acum am făcut cunoștință cu două moduri de organi- 
zare a calculului logic—algoritmic şi axiomatic. Există însă 
un mod de expunere mai apropiat dc gíndirea obișnuită a 
matematicianului, gîndire prin supozifii (ipoteze). {a acest, 
calcul nu apar nici definiţii, nici axiome, ci numai reguli sau 
пвсһете,„ de, déductie . Acest calcul poartă numele de 
„calcul natural" şi el a fost descoperit cam în același timp de 


G. Gentzen și Stanislaw Jaskowski. Observăm că în cal- 
culul natural, exact ca în silogistica lui Aristorel se arată ce 


putem, deduce, din anumite ipoteze date, fără a. pc interesa de 
A mum PI Гү PT Orice schemă de 
deducție se reduce în ultimă instanţă la asertiunea din anumite 
presupuneri rezultă 0 anumită consecință. A găsi ce posibili- 
táti de deducție avem în raport cu cutare sau cutare tip de 
presupuneri (ipoteze, supozitii) aceasta este sarcina logicii 
în concepția calculului natural. 

lată exemplele prin care Gentzen sugerează esenţa calculului 
natural. 

Exemplul 1. (pV (q«r) — ((pVa)-(p Vr)). Vom rationa 
astfel: fie (prin eupozitie) adevărat р sau ред, Considerăm ur- 
mătoarele două cazuri: 1. Este adevărat p.2. Este adevărat 
ger. În cazul 1 din presupunere rezultă atit p Vq cît ві р Уг 
şi deci este admis si (p Vq)e(p V г). În cazul 2 are loc ger, 
adică atât д cit ві r. Din д decurge p V q, iar din r decurge p V г, 
prin urmare din ambele decurge (p V q)(pVr). Ca rezul- 
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tat (p Уд) (р V r) a fost dedusă din p V (q.r), iar formula 
(p V (9° г)) > (р Vq):(p Vr) este adevărată fără nici о 
presupunere. 

Exemplul 2. 3xVyF(x, y) — Vy3xF(x, y). 
Vom rationa astfel: existá un astfel de x їпсїї pentru orice 
y e adevárat F(x, y). Fie a (arbitrar ales) un astfel de x. 
Prin urmare, pentru orice y are loc F(a, y). Fie b un y arbitrar 
ales. Atunci are loc F(a, b). Deci existá un oarecarc x, anume 
a, astfel cá are loc F(x, b). Deoarece b este un oarecare această 
asertiune are loc pentru toate obiectele, adică pentru orice y 
există un astfel de x, ей are loc F(x, у). Q. E. D. 

Exemplul3.3xFx — МуЕу (formula valabilă in logica lui 
Heyting). Presupunem cá nu existá un astfel de x pentru care 
ar avea loc Fx. De aei trebuie sá deducem cá pentru orice y 
are loc Fy. Fie a un oarecare obiect, pentru care Fa are loc. 
De aci obținem: există x pentru care are loc Fx, şi anume un 





astfel de x este a. Or, aceasta contrazice propoziţia JxFx. 
Deci am ajuns la o contradictie, adicá Fa nu poate fi adevárat. 
Deoarece a a fost luat cu totul arbitrar, are loc pentru orice y , 
Fy. Q.E.D. La rîndul sáu Jaskowski prezintă in mod analog 
demonstratia exemplului urmátor (el utilizeazá scrierea lui 
Lukasiewicz). 

Exemplul 4. CpCCpqq (adică р — ((p — д) > q)). Presupu- 
nem p. Apoi presupunem Cpq. De aci urmează 4. Observăm 
apoi cá q este o consecintá a lui Cpq (prin presupunere) si obti- 
nem că „dacă p implică q, atunci q", adică CCpqq. În acest 
fel avind presupus p noi am dedus această ultimă propoziţie, 
de unde CpCpqq. Această ultimă propoziție, arată Jaskowski, 
nu mai depinde de vreo altă supozitie. Ea va rămîne adevă- 
rată chiar cînd supozițiile sint false. Această deducție este 
sistematizată de Jaskowski astfel: 


1. Sp (S înseamnă „„supoziție”) 
1.1. SCpq 

1.1. 9 

1. CCpqq 

CpCCpqq 
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Exemplul 5. CCNpNqCqp (Jaskowski) 


2. SCNpNq 
2.1. Sq 
2.1.1. SNp 
2.1.1. Nq 
Supozitia ,,N p" cu prefixul ,,2.1.1." ne duce la o contradicţie 


constind din admiterea simultaná a lui q $i Nq. De aci putem 
deduce: 


2.l. p 
2.Cqp 
CC NpNqCqp (adică (p > 9) > (q > p)) 


Tot Jaskowski reprezintá cele douá exemple date їп felul 
următor: 


CCpqq 


CpCCpqq 





CCNpNqCqp 


Se vede cá demonstraţia este descompusă în fragmente demon- 
strative dispuse in dreptunghiurile respective („domenii de 
supozitie") Se spune, de exemplu, că domeniul supozitiei de 
forma q este clasa ale cărei elemente au formele următoare: 


q, 1. SNp, 1 Nq si p 
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2. REGULILE CALCULULUI NATURAL 


Gentzen dá următorul sistem de reguli de introducere și 
de eliminare a operatorilor (respectiv a cuantorilor) logici. 
Pentru comoditate vom utiliza simbolurile 1ш Lukasiewicz 
la care se va asocia indicele i (introducere) sau e (eliminare) 
în vederea denumirii regulilor. De exemplu, №, N, vor în- 
semna respectiv „introducerea negatiei" şi „eliminarea ne- 
gatiei". (Regulile vor fi date în forma în care se scriu modurile 
silogistice). 

















А,В А,В А.В А.В 
А.В В.А (К,) А э в (К) 
Г,А-В А, А,» B 
А A—B А B>A 
=? = (Nj) Om (№,) 
А B>A A А В 
А А, AVB 
mers ld а A уу лш 
AVB Ava pg (A9 


AVB, А C, BHC 


С (A) 
Cu exceptia implicatiei pentru fiecare operator propozitional 
am formulat cîte două reguli de introducere și două de eli- 
minare. 














“Ад \/хА(х) 

Yag V?) Ap) V9 
A() д, At)” 
JAG (3) A() | (39 


În ce priveşte regulile (А,) ne putem Hmita la una din două. 


Gentzen dá următoarele ex plicatii intuitive în legáturá cu 


unele тер Ч 1. 
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(6) În cuvinte această regulă poate fi exprimată astfel „Dacă, 


este demonstrat cu ajutorul presupunerii lui А atunci (fără 
această presupunere) din A urmeazá.D". 
(Se întelege, utea fi fácute alte 


puneri de care aces 






11 3 








D Dacă din ambele cazuri (oae in pe 


se deduce C, atunci putem spune cá cel puțin din unul (adică 
din : 


A(t) unde t este un termen care i ituit i ) şi 











este „cu totul arbitrar” atune ăt 
т ERE УРНИ - 


preuná cu cerința са in A(x) toate apariţiile luj £ di să 
fie înlocuite cu x reprezintă limitarea песе ji 
(Уу, Ре lingă explicaţii date de Gentzen sînt utile încă 
explicaţiile de mai jos pentru intelegerea acestei reguli. Acea: 
stă regulă mai poate fi exprimată si astfel „dacă A(t) a fost 
demonstrată pentru un t (absolut oarecare în mulțimea de 
semnificații dată) atunci ea este demonstrată şi pentru. orice 
z- În algebră se folosesc adesea astfel de raționamente cînd 
fără a utiliza cuantorii se presupune că expresiile cu variabile 


sînt general adevărate. De exemplu: 


(a), Хөд = x? 
Ухх = л?) 


(a = b) = (b = a) 
(b) Via, b)((a = b) = (b = a)) 
Dacă x n-ar fi oarecare, singura presupunere compatibilă cu 
demonstrarea lui хөх = x? (demonstrarea înseamnă „univer- 


sal valabilitate”), atunci Vx(x«x = x?) ar fi evident falsă. 


Exemplul (а) таа! poate să fie şeris conform cu regula astfel : 


asa = а? 


Үх(хэх = x) 
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Dacá formula este valabilă pentru un 4 oarecare, ea este vala- 
bilă şi pentru orice valoare a lui x din acelaşi domei cu a. 


Formula А Ala): asa = a^ este rezultatul substit 











1 ХОГ O datá ce am aplicat regula se spune cà 
E variabila t (care desemnează o variabili individuală, 


o constantă individuală sau un termen individual compus). 


a, după cum arată Gentzen, astfel: fie t 
are are loc A(t). (Se înţelege că în calitate 
de + trebuie să luăm un termen care nu apare ca variabilă în 
FA (a). Dacă bazindu: pe „pe această presupunere noi daxes 

depinde 
e ТЕНТ Ag conțin pe 4, ea este dovedită independ 


; ттат te ta (У,) sint valabile şi pentru : 
Celelalte observații în Tegüturi cu raportul dintre f și x ăcute 


mai sus în cazul (Vi) sînt valabile și pentru (3,). 








3. EXEMPLE DE DEDUCTIE NATURALĂ 


Mai íntii vom aráta cum formalizeazá Gentzen cu ajutorul 
regulilor introduse cele trei exemple date initial. 


(1). (p V (a7) ^ ( V 9: (pV 7). 


1 1 qer qer 
P q 
— (А А, — (A, 
РҮ4 ТЕТ. A pva 9 рут 
p V (фет), (p V g-(p V7) (p V gy (рУ г). 
(p V 9-(p V 7) Ws 
P V (q*r) — ((p V g)*(pVr7) 
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(2) 
1 
VyF(a, у) 
F(a, b) 
jx E(x, b) 


(Ve) 


(V) 


2 
| ЭхМуЕ(х, y), МуЗхЕ(х, y) 
Vy 3x F(x, y) " 
gay F(uy)»Vy3xF(sy) | 





2 
Fa 1 
4хЕх (3) jx Fx 
——————— — — — —— — (din contradicţie decurge orice) 
Fa 
——— (М) 
УуЕу 


jx Ех — Vy Fy 


(Gentzen introduce initial si o regulá care spune cá din contra- 





dictie decurge orice . Notám cà simbolizarea regulilor 


este la Gentzen intrucitva deosebitá de cea 4а18 aci. Noi аш 
preluat simbolizarea care s-a ráspindit ulterior). 

Vom demonstra în continuare teze din calculul propozifiilor 
si calculul predicatelor folosind metavariabilele A, B, C, ...). 
Uneori pentru a reformula rezultatul deductiei in vederea 
aplicării unor reguli vom folosi semnul [— *. 


(4) А.В + В.А 
А. B (supoziţia) (K,) 


А, В 
p.a (ED 


9 Dacă vrem uneori să omitem parantezele vom adopta regula cá V 
lcagá mai tare decît mai tare са —, — mai tare ca =. 


R(5) (AVB) (BV A) 
AV B (supoziţia) 
[A] [B] 
ВУА, BVAÀ 
AVB, AI- BVA, В|- BVA (А) 
BVA — i 
с) 
(A V B) — (B V A) 
(6) (AB V AC) ^ A(B V C) 
AB V AC (supozitia) 
[АВ], [AC] 
А, ВА, С 


А, В- ВУС, CHB ус (А) (асі se reformuleazà 
A,BVC | 
mmol 


rezultatul) 
ABYC) 
a(7) АВУС)- AB V АС 
А(ВУС 
AEVO. к 
А,ВУС 
А, [В], [С 
[Bl [C] к, 
AB, AC 
_A(B VC) ABV AC 
A(BV C) > ABVAC 


А (Presupunem cazurile ре rind, ceea ce 
(Ai) notăm prin includerea in pranteze | |). 


(K,) 


(Aj) 
(С) 


Regula implicatiei a fost aplicată după ce s-a dedus АВ V АС 
din A(B V С), adică avem A(BVC)-ABVAC. Această 


reformulare a fost pur și simplu presupusă. 
(8) (А — B) > ((B > C) 2 (A > С)). 


Să urmărim în amănunt aplicarea regulilor la această demon- 
stratie. Presupunem A — B. De aci prin C, obţinem (B ~» C) — 
— (А > C). Presupunem B C. De aci prin С,: 


AC 
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Presupunem А. De aci prin C,: 


C 

Г, А-В 
Г-А-В 
B — C; A) de presupuneri din care decurge C. Aceasta poate fi 
scris: А — B, B — C, A |— C, unde A — B si B — C consti- 
tuie premisele cuprinse in Г (acesta ar putea ва fie gi vid). 


Deci A > B, B— C si А | C 


Conform cu regula vom avea mulțimea (А — В; 





г 
prin urmare А — В, В > С |– A— С (conform cu regula 
de introducere a implicatiei). Mai departe avem A — B, 


— — 


B— С|— А > C, prin urmare (aplicind din nou Cj): 
А В| (B C) 2 (A C) 
De aci din nou prin C; avem: 


(А > B) > ((B — С) > (A > Q)) 


Pe baza demonstratiilor efectuate putem introduce noi reguli. 
De exemplu, їп conformitate cu (8) avem regula 
А> В, В— С 
А-› С 


(9) (А-(В-»0)-»«(А.В)-»0) 


(K.) 

Хос C (C) 
: K 
A.B, С (Kj) 


A.B A, B; A, В|} C (8) 
(А.В) > € 

c ej 

(A > (B > С)) > ((A* B) > C) 





(10 А-А 


АА, А-А (8) 
А > А 
Se poate considera și regula derivată А |— А. 
(11) А> (B > А) 
А, В (douá supozitii, unde В poate fi si vid) 


———— — — ———— (Dublă aplicare a lui C,) 
A > (B > A) 
(12) T, A, АЕ-В (Regula „din contradicție decurge orice”). 
Este important de reținut cá Г poate să fie și vid. 
Supozitie. A, А 
Supoziţie. [B] (conform cu condiţiile lui Г, [B] poate să 
nici nu existe). 
A, [B 
шин (conform cu regula A |— A). 
Tot de aci conform cu (Cj): 
А-8-А 
А > (В > А) 
А 


(Сі) 


В > А 
(Du) 
А-В 
А 
шалыг (Ca) 
B (unde B este oarecare și 


В deci poate fi si B) 


^g (№ 


Deei T, A, A|— B, deci A — (А — B) 
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(13) А.А 


Conform си Г, A, AL B avem A, AL B (unde B este o 
formulá oarecare), deci 





Supozitie. А. 





1 
> 








(14) АУА 
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Supozitie. А V A (presupunem са tertul exclus nu este ade- 
vărat) 


АУА, АУА А, АУА А 


>| 
> |! 














Їл vederea deducerii unor formule predicative vom considera 


ca strictá ordinea variabilelor astfel: w, x, y, z, 8 


415) VxEx*VxGx = Vx(Fx- Ga) 


Demonstrám pe rînd cele două implicaţii: 
(а) VxFx*VxGx — VWa(Fae Сх) 

(b) VxFx.VxGx (supozitie) 

(с) VxFx, VxGx (K,) 

(d) Ех, Gx (Ve) 

(е) Ех. Сх (K,) 


(f \Ух(Ех.Сх) (Vi) x nu se utilizează ша! departe în apli- 
carea lui Vj). 
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Considerám cea de а doua implicatie: 

(а) Vx(Fx.Gx) = VxFx- VxGx 

(b Vx(Fx-Gx) (supozitie) 

(с) Ех.Сх (V,) 

(d) Fx, Gx (К,) 

(e) Vx Fx, Vx Сх (Vi. x e limitat) 

(£)* VxFx-VxGx 

Conform cu rezultatele (f) şi (f)* putem introduce cele două 
implicații (prin C,) şi de aci echivalenta (15). 

(16) 3xVyF(x, y) > Vy3xF(x, y) (Ordinea variabilelor x, y 
este fixă). 

(a) 3aVyF(x, y) (supozitie) 

(b УуЕ(х, у)(3.х limitat) 

(с) F(x, УХУ.) 

(d) 3« Fie, a) 

(е) Vy3xF(s, y) (V) 


(16) este exemplul dat de Gentzen dar demonstrat aci in sim- 
bolismul adoptat. Inversa lui (16) nu se demonstreazá, adicá 
nu este adevărată Vxjy F(x, y) — ЗуУхЕ(х, y) 


(а) Vx3yF(x,y) (supozitie) 
(b) 3yF(w. y) (V) 
(c) F(w, 2) (3.)(2 este limitat) 


Dacă am deduce mai departe: 


(d) VxF(x, 2), z este variabilă liberă ce urmează după w şi 
deci nu putem deduce (d) prin aplicare de Vi. 

Dacă in Jy F(w, y) am lua în loc de w variabila mai îndepăr- 
tată z, JyF(z, y), n-am putea deduce F(z, w) deoarece w 
precede pe 2. În locul acesteia ar trebui luat s și n-am putea 
deduce Vx F(x, s) deoarece z precede pe s. În cazurile (15) 
61 (16), n-am folosit o altà variabilá pentru x, y in trecerea la 
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alte formule conform cu regulile de introducere deoarece ele 
nu au intervenit decit cite o singură dată în aplicarea unei 
reguli. 

(17) 3«3yF(x, y) ^ ЗуЗхЕ(х, у) 

(а) Зх3» F(x, у) (supozitie) 

(b) 3yF(w,, y) (x a fost limitat prin 3.) 

(c) F(w,, 202) (y — limitat, J.) 

(d ЗхЁ(х, w) (31) 

(е) 3»x3xF(x у) (34) 

(18) (A(x) ^ B) ^ (ЗхА(х) — B) 

(а) A(x)— B (supozitie) 

(b) A(x) (supozitie) 

(с) B 

( 


d) 3xA(x) (supozitie) 
(e) A(w) (x — limitat) 
(f) B 
(в) A(x)  B(C) 
(h) 3xA(x)- B (prin tranzitivitate din (a), (e), (f)) 
i) (A(x)— B) > (JxA(x) > B) 
Formulei (18) îi corespunde regula derivată 
A(x) - B 

j«A(x) - B 

(19) Demonstrám modul Darii: 
Vx(Mx — Рх), 3x(Mx * Sx) [- 3x(Sx- Px) 

(a) Vx (Mx— Рх) (supozitie) 
(b) Эх(Мх•5х) (supozitie) 
(c) Мх Рх (VW) 
(d) Мх.5х (x — limitat) 
(e) Mx, Sx (K,) 
(f) Px (din (c) si (e) prin С,) 
(g) Sx.Px (K) 
(n) Зх(5х-Рх) (3) Q.E.D. 
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TEORIA MULTIMILOR 
SI LOGICA CLASELOR 


Ín acest capitol vom expune o serie de notiuni de teoria 
multimilor si de logica claselor. Cele douá teorii sint in strinsá 
legáturá 51 formeazá din punct de vedere formal o teorie uni- 
tară; cu toate acestea noi vom face o diferenţă clară între ele, 
spre dcoscbire de alti autori care le confundă. Concepţia logi- 
cistă dezvoltată de Frege şi Russell conform cu care mate- 
matica este o ramurá a logicii rezidá in mare másurá in aceastá 
confuzie. Fraenkel si Bar-Hillel pun problema unei asemenea 
distincţii in „Bazele teoriei mulțimilor” dar nu se ocupă de 
solutionarea ei. 


1. NOŢIUNEA DE MULŢIME $1 NOŢIUNEA DE CLASĂ 


Universul este format din obiecte şi determinări ale acestora. 
Una si aceeaşi determinare F poate aparține unui obiect sau 
mai multor obiecte. A spune că determinarea F aparţine unui 
obiect sau mai multor obiecte este identic cu a spune că „Ё 
delimitează o mulțime de obiecte”. În logică pentru a vorbi 
de mulțimi ne exprimăm, de exemplu, astfel „mulțimea F” 
şi înţelegem prin aceasta mulțimea determinată de F. Astfel 
avem: mulțimea Om, mulțimea Animal ş.a. Multimile sînt 
desemnate în mod obișnuit cu ajutorul proprietăţii care le 
determină (ex. От) Alteori se foloseşte pentru mulţimi Ёог- 
ша plurală, ex. Oameni. Termenii pentru desemnarea multi- 
milor în limbajul obișnuit sînt foarte variati, ceea ce se poate 
vedea din exemplele următoare: o turmă de oi, un roi de а!- 


135 


bine, o cireadă de vaci, un círd de păsări, o clasă de elevi, 
un grup de báieti, un buchet de flori, о escadrilá de avioane, 
o pereche de ghete, o legáturá de morcovi, un ansamblu de 
mere, o grămadă de lemne, o trupă de soldati, o grupă de stu- 
denti, o colectie de cárti. Multimile se simbolizeazá fie cu sim- 
bolurile determinărilor Е, G, Н, ... „fie cu simboluri distincte 
X, Y, Z, ,sau M, M,... Obiectele continute intr-o 
multime se vor numi elementele multimii. Dacá o multime 
este formată din alte mulțimi atunci acestea din urmă vor fi 
tratate ca elemente. De exemplu, mulțimea claselor de elevi 
este o mulțime de mulțimi (fiecare clasă de elevi fiind în acest 
caz un element al mulțimii considerate). 


Vom nota mulțimile cu X, Y, Z, М, N, .... , iar ele- 
mentele mulțimii cu a, b, c, rau... бу, bo Я 
Vom spune cá „ип element apartine multimii 51 


vom nota această relație prin Є, deci 
a E X („a aparţine lui X") 


Pentru a arăta că o mulțime se conține în altă mulțime (de 
exemplu, cá din mulțimea claselor de elevi face parte si mul- 
timea claselor de elevi din București), vom folosi semnul 
C (este inclus în, este cuprins în) ві vom scrie: 


X CY („X este inclus in Y") 


Semnul Є se va numi semnul apartenenţei, iar semnul С, 
semnul incluziunii. Notiunea de multime este o notiune primá 
(luată ca nedefinită explicit). Pe baza ei putem introduce no- 
tiunea de ,,clasá"*. Se numeşte clasă o mulțime de elemente 
care realizează (satisface) o funcţie propozițională. De exemplu, 
funcţia „OM (x)" este satisfăcută de clasa indivizilor oameni. 
Clasa care satisface funcţia propozițională este numai o 
parte din mulțimea indivizilor care pot corespunde variabilei 
x. Clasa este deci mulțimea elementelor pentru care funcția 
propozițională este adevărată. Prin urmare, clasa este 'core- 
lată de la început cu funcţia propozițională, în timp ce mulți- 
mea nu. Ca și funcţiile propozitionale, cu care sînt corelate, 
clasele sînt ierarhizate (ex. clase de indivizi, clase de clase 


* Unii autori consideră termenul ,,clasá" drept primitiv și definesc prin 
el ,,mulgimea" (în sensul în care noi am definit clasa). 
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de indivizi сїс.). Pentru a desemna elementele clasei vom folosi 


variabile specializate x, y, z, ... sau Хү, Xy, $3 Удо 5 
(variabile individuale, саге deci tin seama de principii de 
ierarhizare). Deosebirea dintre a, b, c, ... 51 x, y, 2,..., 


constă in aceea cà primele pot fi și o mulțime de indivizi in 
timp ce celelalte desemnează doar indivizi. Pentru a desemna 
clasele vom prefera simbolurile F, G, H, (care fac ca şi 
Хе Ne Ж, legătura cu funcţiile propozitionale) Vom scrie 
corespunzător 


х Є F(x aparţine jui F”) si 
FC С („ЕЁ este inclus (cuprins) în С”) 


Din cele de mai sus decurge cá x Є F nu este identic cu a & X, 
iar Е (C С nu este identic cu X С Y, desi se înţelege că primele 
sint cazuri particulare pentru relaţiile corespunzătoare din 
teoria multimilor. 


Dacă x za și Е = X se înțelege cá х Є Е = а є X. 
Dacă F = X si G= Y atunci FC Gz X С Y. 


În consecință, vom spune cá o mulțime este clasă dacă și nu- 
mai dacă există o funcţie propozițională pe care mulțimea 
respectivă o realizează (satisface). De exemplu, mulțimea 
(4-2, —2) realizează funcţia propozițională „x? = 4”, ea este 
deci clasa corespunzătoare acestei funcţii propozitionale. 


Notînd mulțimile concrete cu M, М», le putem 
reprezenta dacă sînt finite prin (a, a,,.... a,). Expresia 

„(М,) (a, az ..., 04)” va însemna „mulțimea M, formată 
din elementele ац, a, .... 0,. 


Cind mulțimile sint infinite nu putem folosi reprezenturca 
de mai sus ci ne vom folosi de următoarea expresie. 


{а| а are proprietatea P) 


(adică „acele elemente a care au proprietatea Р”). Scrierea 
(Mj) {а,, a5, , а„} este extensionalá (mulțimea este redată 
prin indicarea elementelor ei), iar scrierea (a|a are proprie- 
tatea P) este intensională (mulțimea este dată prin proprie- 
tatea elementelor ei). Este indicat ca prin a, b, c, ... să 
notăm elemente oarecare ale mulțimii, iar prin litere cu indici 
elemente (presupus) date. 
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Pentru semnele Є și C este adevărată propoziția: dacă a Є X 
atunci (a) С X. Retinem apoi două principii: 1) principiul 
extensionalitátii (o mulțime este complet determinată prin 
elementele sale) şi 2) principiul abstractiei (o formă рго- 
poziţională P(v) determină univoc o mulțime X dacă pentru 
orice a € X are loc P(v)). 


2. FELURI DE MULTIMI 


Putem clasifica multimile după numărul de elemente соп- 
tinute ín a) multimi vide, b imi singulare, c) multimi 
finite, d) multimi infinite, e) Universul. 


a. Mulfimea vidá. Cea mai simplá multime este multimea 
vidă, adică mulțimea fără elemente. După sensul popular acor- 
dat ,,multimii" trebuie să avem de a face cu cel puţin două 
obiecte pentru a avea o mulțime, iar uneori chiar cu mai multe 
(fără a preciza numărul). Datorită sensului popular acordat 
termenului de mulțime (cu diferitele sale denumiri), uneori 
este foarte greu să spunem dacă avem de a face cu o mulţime 
sau nu. Este cunoscut în acest sens „„sofismul grámezii" 
care arată că noțiunea populară de mulțime ne pune în imposi- 
bilitatea de a spune dacă 2 sau 3 boabe (de exemplu) formează 
sau nu o „grămadă” (mulțime). În teoria mulțimilor termenul 
de ,,multime" este folosit într-un sens general care cuprinde 
şi cazul cînd nu avem nici un element. Surprinzător este fap- 
tul că deși atunci cînd e vorba să expliciteze mulțimea gindi- 
rea populară exclude mulțimile vide, există contextele clare 
în care ea utilizează astfel de mulțimi. Dacă, de exemplu, ni 
se dă să întocmim un tabel cu clasificarea pe profesii la o între- 
prindere, noi putem ajunge la cazul unei mulțimi vide. Fie 
următorul tabel: 


1. Muncitori strungari 5 
2. Muncitori lácátugi 3 
3. Muncitori timplari 0 


Ultima expresie are intenția de a desemna o mulţime de 
muncitori (tîmplari) $i noi nu răspundem ,,nu există o astfel 
de mulțime” ci că „ea are 0 elemente”. Dacă punem între- 
barea ,,сіїїі muncitori sint tîmplari?” aceasta echivalează cu 
„сі muncitori (din întreprinderea Z) aparțin mulțimii tîmpla- 
rilor” sau „cîte elemente are mulțimea timplarilor din între- 
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prinderea Z”. Noi răspundem: „niciunul”. Prin urmare, 
putem spune ,multimca timplarilor de la întreprinderea Z 
nu are nici un muncitor”, adică ea este o mulţime vidă. Alte 
exemple de mulțimi vide sînt: „mulțimea plantelor rationale", 
„mulțimea gàinilor patrupede". 

La prima vedere, avem o infinitate de mulţimi vide, în 
realitale, dacă ne gindim că aceste mulțimi nu diferă prin 
nimic afară de denumire sîntem indreptátiti să spunem că 
există o singură mulţime vidă care însă poate fi denumită într-o 
infinitate de moduri. În acest fel, „mulțimea plantelor ratio- 
nale" si „mulțimea găinilor patrupede” sînt două expresii 
pentru o singură mulţime. Uneori mulțimea vidă poate fi 
un mijloc important de caracterizare a realităţii. Astfel dacă 
spunem că „mulțimea de studenti repetenti din anul întîi 
este vidă” este evident că aceasta este o caracterizare impor- 
tantă (social) pentru anul I. 

O mulțime vidă se notează de obicei си Ø. Deoarece în 
legătură cu orice mulțime putem imagina o parte vidă vom 
spune că mulțimea vidă se conţine în orice altă mulţime simbolic 


pe cx 


b. Mulțimea singulară (individuală). După considerente 
analoge cu cele privitoare la mulţimea vidă se introduce ca 
mulțime și mulțimea cu un singur element (a). Astfel ,,multi- 
mea sateliților naturali ai pămîntului” desemnează о mulțime 
cu un singur element (anume Luna). 


c. Multimi finite. Multimile cu un număr n de elemini: 
(număr finit) sint mulţimi finite. Astfel, mulțimea locuitorii г 
României, mulţimea muncitorilor de la ,,23 August”, 1: ult - 
mea navetistilor de la Uzinele „Griviţa Roşie”, (2, 3, 5), 

1-1 1 
ls 147 | sint multimi finite. Dupá cum am mai spus o 
multime finitá cu n elemente poate fi reprezentatá prin 
(a4, в... а„} (unde ordinea elementelor nu contează). Mul- 
timile finite sint multimile experientei noastre nemijlocite. 


d. Mulfimi infinite. În opoziţie cu mulțimile finite avem 


mulțimile cu o infinitate dc clemente. Aceste mulţimi nu sînt 
accesibile imediat experienţei noastre. Astfel sînt: mulțimea 
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atomilor, mulțimea numerelor naturale ș.a. Incomplet ele 
pot fi reprezentate astfel: 


(a, 


130,5 ca] 


S-a arătat deja (in capitolăl despre logica predicatelor) cá 
există propoziţii care sînt valăbile pentru mulțimile infinite, 
dar nu pentru cele finite. Deși nu sint „mulțimi experimentale” 
(şi nu pot fi redate extensional) aceste mulțimi joacă un mare 
rol în teoria generală a mulțimilor. 






e. Universul. Se poate concepe o mulțime care contine 
toate elementele imaginabile, aceasta este mulțimea univer- 
sală (Universul). Această mulțime poate fi notată cu U. Prin 
definiţie este adevărat că orice mulțime este conținută în U, 
deci 


XCU 


Ca și in cazul mulțimii vide există o singură astfel de mulțime. 
Putem lua în consideraţie și alte criterii de clasificare — de 
exemplu modul în care o mulțime se raportează la alta. Astfel, 
unele mulțimi sint ,,simple" în raport cu altele „compuse” 
din acestea. Mulțimea oamenilor cu studii sau fără studii este 
compusă din mulțimea oamenilor cu studii şi mulțimea oame- 
nilor fără studii. (Despre modul de ,,compunere" a mulțimilor 
vom discuta pe larg în paragraful următor). 

Multimile pot forma apoi o ierarhie (adică sînt de diferite 
ordine): mulțimi de indivizi, mulțimi de mulțimi de indivizi 
etc. Multimile de indivizi formează primul ordin, mulțimile 
de mulțimi de indivizi formează ordinul doi (sau „sisteme de 
mulțimi”), mulțimile de sisteme de mulțimi formează ordinul 
trei sau „familii de mulțimi” şi aga mai departe de la ordinul 
n la n + 1. Multimile cuprinse într-o altă mulţime se numesc 
şi ,submultimi". De exemplu, avînd mulțimea (a,b) sub- 
mulțimile ei vor fi Ø (mulțimea vidă), (a), (b) (mulțimi sin- 
gulare) si (a,b) (însăşi mulțimea). În general o mulțime X 
este submulțime a unei mulțimi Y dacă a) ea este mulțime 
vidă sau b) dacă elementele ei sînt conținute în mulțimea Y. 

Mulțimea potenţială. Un caz important de mulțime este 
așa numita mulțime potențială. Dacă M este o mulțime atunci 
P(M) este o astfel de mulțime ale cărei elemente sint submul- 
fimile lui M. P(M) se numește mulțimea potențială a lui M. 
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Dacă М = (a,, а„ аз) submultimile ei vor fi M, = Ø, M, = 
= (a), M, = (az), М, = (03), М, = (0, az), M, = (а, ау), 
М, = (az, аз), M, = {а,, а„ аз). 

Dacă М = Ø, atunci P(M) = P(O) = (0). Mulțimea poten- 
liaá a mulțimii vide аге un singur element (însăși Ø). 

Dacă M = (a) atunci P(M) = (a, (7), adică mulțimea poten- 
tialà a mulțimii singulare are două elemente. 

Teoremă. Dacă M are n elemente atunci Р(М) are 2" elemente. 
O mulțime importantă este mulțimea perechilor, adică mulți- 
mea formată din cupluri (de cîte două elemente). Elementele 
perechii pot fi ordonate sau nu. Se pot concepe, desigur, triplete, 
cvadruple, .. ., n-tuple. 

Graf. Mulțimea perechilor (X, Y) unde Y si Y sînt mulțimi 
sc numeşte graf dacă și numai dacă pentru orice X & M 
există un și numai un Y & М. 

Produs cartezian. M x N se numeste produs cartezian dacá 
reprezintă о mulțime de perechi (cupluri) (X, Y) astfel că 
Xe M si Ye N. (Aceste ultime două noţiuni pot fi gene- 
ralizate). 


3 OPERATI! ȘI RELAŢII REFERITOARE LA MULȚIMI 


Avînd o serie de mulțimi X, Y. 4, noi putem forma cu 
ajutorul anumitor operaţii noi mulțimi. Operatiile și mul- 
timile rezultate vor purta același nume. 


a. Considerarea mulțimii. Cea dintii operaţie raportată 
la o mulțime este considerarea ei. Spunem ,,88 considerăm 
mulțimea...” și indicám un procedeu prin care ea este distinsă 
de alte mulțimi. 


b. Complementarea unei mulțimi. Dacă M este o mulțime 


oarecare atunci M va fi complementara sa și va fi formată 
din toate elementele care nu aparţin lui M, cu alte cuvinte 


M şi М (citeşte ,,non-M") împart universul U în două. Astfel 
complementara mulțimii Om уа fi mulțimea Non-Om. Univer- 
sul și mulțimea vidă sînt complementare: 


1) 020 
U 


141 


Chiaf din aceste identitáti se poate observa cá existá anumite 
dificultăţi, legate de noțiunea de ,,univers". Nu toti matema- 
ticienii şi logicienii sînt de acord cu definitja atit de largă 
dată mai sus. Gr. C. Moisil concepe noţiunța de univers са 
mai sus și o denumește „mulțimea totală” (o notează cu I). 

„Vom considera mulțimea 1 a tuturor elementelor. Oricare 
ar fi x el este element al lui I, deci oricare ar fi mulțimea o, 
avem «C I1..."1. Semnalăm deja concluzia ,,рагадоха14” 
că întrucît orice mulțime este cuprinsă în U, va fi cuprinsă si 
complementara lui U (adică ©): 

UCU 

Se poate introduce desigur o procedură sau alta pentru evi- 
tarea acestei situaţii, de exemplu, U este universul mulțimilor 
nevide, sau U este universul mulțimilor de un anumit ordin 
(ex. universul indivizilor). În acest ultim caz prin „universul 
unei mulțimi M" se va înțelege universul în sens restríns. 
Afirmațiile referitoare la mulțimi vor fi ca urmare rcstrînse 
în conformitate cu restricțiile impuse. În anumite limite însă 
se poate opera fără teamă cu conceptul de mai sus. Putem 
de exemplu, să ne abtinem de la a face afirmații despre U, 


dacă ele nu sintstrict necesare pentru studiul celorlalte multimi.* 
Vom reprezenta o mulțime X în universul U astfel 


Fig. 3 





Partea albă va fi complementara lui X. 


c. Intersecţia mulțimilor. Dacă X este o mulțime formată 
din elemente care aparțin atit mulțimii Y cît şi mulțimii Z 
vom spune cá X este intersecţia mulțimilor Y și Z. 

Simbolic : X = Y N Z (citește „Y și Z”) 

1 Gr. C. Moisil, Elemente de logică matematică si teoria mulțimilor, 
București, 1968. 


* În exemplele ре care le vom da universul va însemna pur si 
simplu genul” (vezi a. —m.) 
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Astfel, mulțimea studentilor-sportivi «ste formata dim aem 
studenti care sînt sportivi şi invers, din acei sportivi care 
sînt studenți. 

Intersecţia mulțimilor poate fi reprezentată (partea basu- 
rată) astfel: 


Fig. 4 
ҮП? 


Sociologul folosește adesea intersecția mulțimilor, de exemplu 
cînd aplică simultan mai multe criterii („„indicatori”), de 
clasificare. Rezultatul aplicării simultane a unor criterii (dife- 
rite) este o mulțime de intersecţie. De exemplu, indicatorii 
„muncitor”, „calificat”, „căsătorit? dau prin aplicare simul- 
tană mulțimea „muncitor calificat si căsătorit”, 


Muncitor (| Calificat ( Căsătorit. 


d. Reuniunea mulțimilor. Reuniunea a două mulțimi Y 
şi Z formează o mulțime reunită X dacă şi numai dacă ele- 
mentele lui X aparțin cel puţin uneia din mulțimile Y, Z. 

Simbolic : X zz Y U Z („Y sau Z”). 

Putem forma multimi reunite ori de cíte ori criteriile utili- 
zate nu se exclud. De exemplu, multimea fruntagilor din 
întreprinderea A poate fi o reuniune: fruntași în munca profe- 
sională sau fruntași în activitatea obştească (nu este exclus 
să fie ві în ambele). 

Alte exemple: 

Calculatorii din fabrica A == Absolvenți ai facultăţii de mate- 
matică |) Absolvenți ai Politehnicii. 

Ciberneticienii din fabrica А == Matematicieni |J Ingineri (J 
U Lingvisti |J Logicieni |J Fiziologi. 

Comisia de doctorat == Doctori | J Conferentiari 
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Pacienti la ORL = Bolnavi de urechi |J Bolnavi de nas || 
U Bolnavi de git. 

Multimile reunite joacă un rol deosebit de important în mate- 
matică și logică. 


Multimile reunite se reprezintă astfel: 





YUZ 


е. Mulţimi disjuncte (exclusive) Spunem cá X reprezintă 
o mulțime disjunctá de Y si Z dacă și numai dacă nici un 
element al lui X nu aparține atît lui Y cît si lui Z. 


Simbolic : X=Y +27 („Y exclude Z") 


Mulțimea propoziţiilor clasice = Propozitii adevărate + Pro- 
poziții false. 


Fig. 6 
Y+z 


f. Mulfimi reziduate О mulțime X se numește reziduată 


dacă ea este o reuniune de Y și Z sau de Y și Z. 
Simbolic : Хх, =YUZ 
X,—YUZ 
Comisia C = Profesori emeriti (| Neparticipanti la Adunarea 


A. Candidati la admitere = Absolvenți de liceu |) Cei се 
nu au mai mult de o facultate. 
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Participanți la spectacolul pentru studenti == МеБиагег ) 
t) Cei ce ач fost evidentiati. 






| 


«^ 
үн 

Шы мете» оллоо 
ае 
L—4 E с 
L——] E ый 
кез үгэ 1 
L—3 А — 
— —— — БЭ 
Å= = 
рс З == EIL 
[—— ———K&——— M е] 
= к= 
Б-г заа Ёс 
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g. Multimi diferenţă. О mulțime X este diferenţă de Y si 
Z dacá 51 numai dacá X este o intersectie de Y si Z sau o inter- 
sectie de Y si Z. 


X,zY(2Z 
. . D= 
Simbolic : 2 
Х,-Ү(17 
Pentru notarea diferentei se mai poate utiliza semnul ,,—" 
si scrie: Y — Z (Y cu exceptia lui Z sau Y in afará de Z sau 
Y fără Z). Deci: Y — Z= Y N Z. 
Aceste mulțimi sint des folosite. Exemplu: studenti necásá- 
toriti, muncitori necalificaţi, nebursieri fruntași. 





Fig. 8 - 


YNZ 


h. Mulțimi anti-intersecție. O mulțime X este anti-inter- 
secție de Y şi Z dacă și numai dacă ea este o reuniune a mul- 
timilor complementare lui Y 51 respectiv Z, adică o reuniune 


de Y si Z. 
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Simbolic: X = Y U Z („бе Y fie Z”) 
Exemplu : Bursieri == Nu au note sub 7 |) Nu au întreținere 


privată. 




















| 
| 


| 


| 
| 


1 


| 
| 


























Fig. 9 


Yuz 


i. Mulțimea anti-reuniune. Spunem că X este o mulțime 
anti-reunită de Y și Z dacă și numai dacă ea este o intersecţie 
a complementarelor lui Y si respectiv Z, adică o intersecție 


de Y si Z. 


Simbolic : X = Y П Z (nici Y şi nici Z^). 

Studenţii care sînt admiși la spectacolul S == Nu au abateri 
de la disciplină (| Nu sînt repetenti, Cáminigti = Nu ап 
întreținere privată (| Nu au locuință personală în localitate. 
(Notăm că exemplele ne interesează sub aspectul lor logic și 


nu dacă sînt adevărate sau nu). 











Fig. 10 





Үпт 
j Mulțimea echivalență („вита duală”). O mulțime X 


este echivalență de Y şi Z dacă și numai dacă ea este o inter- 
secție definită astfel: 


Х = (Ү 1) 2) 0 (У 0 2). 
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Exemplu : Tinerii din fabrica А == Fie că au absolvit școala 
medie, fie că nu au făcut serviciul militar, și fie că nu au 
absolvit școala medie, fie cá au făcut serviciul militar. 














Fig. 11 





Yuzn(tuz) 


k. Mulțimea anti-echivalentă („diferenţa simetrică”). 
Spunem cá o mulțime X este o anti-echivalentá de Y și Z 
dacă ч numai dacă ea este o reuniune definită astfel: 


Х=(Ү—7)\)(7—Ү) 
Altfel seris: (Y N Z2 U (2 ГҮҮ). 


Exemplu: Muncitorii din fabrica А == Oameni cu 5соа!а medie 


dar fárá calificare in meserie sau oameni cu calificare in meserie 
dar fárá școala medie. 





Ex Er 


ps 


Fig. 12 





YnZu(mn2z 


1 Multimea majoritară este o mulțime X formată din 
mulțimile Y, Z, W si definită astfel: X =(Y()Z)U(ZNW)U 
U (Y AN W). Cu alte cuvinte ea este reuniunea tuturor inter- 
secţiilor care pot fi formate între n mulțimi date. Ea se notează 
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prescurtat YA 74. Exemplu. Participanti la spectacol 
== Studenti sportivi sau sportivi fruntaşi sau studenti fruntași 





Fig. 13 
(Ynzugnw)u(vn У) 


m. Mulțimea disjunctiv-condigionatá este o mulțime X 
formată din mulțimile Y, 7, W şi definită astfel: 


Ха(Ү(17) 0 (2(1М) 
Exemple : 
Studentii de pe stadion == Studenti sportivi sau cei ce 


nu au făcut sport dar doresc să se antreneze. 


Seralişti == Muncitori calificați sau cei ce nu sînt munci- 
tori dar doresc să urmeze școala medie. 


Participanți la adunare == Muncitori calificaţi sau fără 
a fi calificați dar cu funcţii de răspundere. 





Fig. 14 


(Yn2u(Qnw) 


Am văzut că în cele de mai sus mulțimile au fost reprezentate 
prin partea hașurată. Dacă în loc de a hașura vom pune în 
părţile pe care le considerăm a intra în mulțime cifra 1, iar 
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in rest cifra 0, vom avea posibilitatea unei reprezentári binare 
a multimilor. (Cifra 0 poate fi subinteleasá). 


GD| «| |C&) 


Ynz YuZ (YuZn(üru2 
Fig. 15 


În raport cu universul putem da astfel reprezentările binarc : 
Y N Z = 1000 
Ү\)7=0111 
(Ү \) 7) Г\(Ү U 2) = 1001 


(A se observa ordinea în care se iau părţile) 

Conform cu definițiile date mai sus diferitelor mulțimi noi 
putem utiliza pentru denumirea unei mulțimi fie o singură 
expresie (exemplu : „propoziţii clasice”) fie expresia care constă 
din denumirile mulțimilor componente și a operatorilor (expre-- 
siile pentru operaţii) (exemplu: „propoziții adevărate sau 
propoziții false”). Denumirea compusă va fi utilizată sau 
cînd nu am introdus o denumire prescurtată sau cînd vrem 
să definim mulțimea prin raportarea la alte mulțimi. 

În ce priveşte relațiile referitoare la mulțimi am făcut deja 
cunoştinţă cu relaţiile de apartenenţă (a E X) si de incluziune 
(XC Y). În general, o mulțime se raportează la alta fie ca 
element (a Є X) fie ca parte (X С Y), fie ca identică (X = Y). 
caz în care deosebirea este doar de expresie. 

Exemple: 2 є Раг, Раг С Numere naturale, Par = Nu- 
mere care se divid fără rest la 2. Operatorii teoriei mulțimilor 
(—. П, U,... Є, С, =) se aplică nu numai la variabilele 
X, Y, Z,....M,N,..., M. M, ci si la expresii care 


exprimă mulțimi compuse. Astfel: 


Х(ҮҮ, (XQ 0U X. (X Y) CZ ete. 


(ceea ce în parte s-a si făcut cu ocazia definirii diferitelor- 
mulțimi). 
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O relaţie specială de care se interesează teoria mulțimilor 
este corespondenţa (univocá şi biunivocá). 

Se spune cá o multime X se aflá in corespondentá univocá 
си o multime Y dacá 51 numai dacá oricárui elemeut din X 
1 se asociazá un si numai un element din Y. 

Două mulțimi X si Y sînt egale (echivalente, echipolente, 
echipotente) dacă și numai dacă fiecărui element din X îi 
corespunde un singur eleinent din Y 51 fiecărui element din 
Y îi corespunde un singur element din X (adică ele sînt biuni- 
voc corespondente). Dc exemplu, mulțimile (2, 4, 6) 5: (1, 2, 3) 
pot fi puse în corespondenţă biunivocă astfel 2 — 1, 4 — 2, 
6 — 3. Două mulțimi egale sînt de acecași puterc adică au 
același număr cardinal, altfel spus același număr de elemente. 


Ca urmare numărul cardinal poate fi definit astfel: Numă- 
rul cardinal al unei mulțimi oarecare M este mulțimea tuturor 
mulțimilor echipolente cu M. 


Zero se numește numărul cardinal al mulțimii vide (0). 


Unu se numește numărul cardinal al mulțimii Р(0) etc. 
Aplicarea teoriei mulțimilor la mulțimile de numere a adus 
:cu sine metode speciale de reprezentare, cum ar fi metoda 
-diagonalelor a lui G. Cantor. 


0, хо ху Xoz Xp 


0, xy Хи Хи Хи 
0 Xæ Ха Хэ Хаа 


0, хэр Хэр Xəz хаз 


Асезї tabel reprezintá numerele reale din intervalul 0 — 1. 
Fractiille infinite sint scrise una sub alta. Un număr rcal x 
este dat de seria cifrelor puse în diagonală (indicată prin —), 
cxemplu: 0, x40X11X22X33 (unde х’ înseamnă că dacă х = n 
atunci x’ = n + 1). Fractia 0, ххх „хуу... deşi intră în 
interval nu este totuși conținută în tabel deoarece se deose- 
beste cu + 1 de orice termen corespunzător al fractiilor din 
tabel. Acest fapt arată că mulțimea numerelor realc nu este 
.numárabilá. Prin metoda diagonalelor putem sugera existența 
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numerelor transfinite, dar nu le putem da în mod complet.. 
Această metodă poate fi utilizată si într-o serie de probleme 
de logicá, cum ar fi studiul paradoxelor. 

Date fiind relațiile strînse dintre teoria mulțimilor, si teoriile 
logice (algebra Boole, logica predicatelor, logica relaţiilor) 
logica matematică este aproape întotdeauna expusă cu ele- 
mente de teoria mulțimilor, iar teoria mulțimilor profită în 
permanență de teoriile logicii matematice. 

O aplicare interesantă pentru științele sociale este la pro- 
cesul de clasificare (metodă des utilizată în tabelele sociologice). 
Fiind date un șir de criterii К,, К,,... К, astfel că ele sînt 
diferite între ele (nu generează aceleași clase prin apli- 
care dar echivalente în sensul că se aplică la aceeaşi mulțime 
de obiecte) vom obține următorul sistem de clasificare diho-. 
tomică : 

K,K, -K 
K, К,, К, 

K ПК, K, f) K 

K, AN K: N Ka 
KNAKNKNA NK, 
K, N Ka Ki N К,, 

К. ПК, K, N К, 

K СК, NAK: 


Cu alte cuvinte vom forma toate intersecțiile posibile de n 
criterii (n = 1, 2, ..., m) luate cite unu, cite două etc., cite 
n, atit negativ cit si pozitiv. 


n 


4. PROPOZITII ALE TEORIEI MULTIMILOR 


Pentru comparații ulterioare este util să reținem o serie de: 
propoziţii referitoare la proprietățile operaţiilor și relatiilor.. 


1)дсм () U=MUM 
(2)0 6 (5 б = мом 
(3) U=M-+M (0 М= М 
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(DM=M (1) M(1(MUN SM 
(8 MON=NOM (15) мү (мб № 2M 
(0) MUNENUM (1 MON=MUN 
(00) MO (NNR = (11) MUN=MON 
=MANAR 
(13) MU(NUR= (18) MOM=M 
= MUNUR 


(12) M U (N N R) 
= (MUNO(M 
(13) MANNU R 
= MAN) 


(19) MUM=M 


(20) МС M*) 


о = 


gl zl 
2 


c2 


Cititorul poate observa uşor analogiile dintre aceste legi şi 
anumite legi din logica propozitiilor. De exemplu, (8) si (9) 
sînt legile comutativităţii, (10) si (11) legile asociativitátii, 
(12) si (13) legile distributivitátii, (14) si (15) legile absorbției, 
(16) si (17) legile lui de Morgan etc. 

Toate formulele de mai sus (1)—(20) se referă la mulțimi. 


(Т) Fie un sistem de formule care sînt fie de forma М = N, 
fie de forma M C N si în саге М, N sînt termeni formati cel 
mult cu ajutorul operatorilor —, (), U si a variabilelor pentru 
mulțimi. 

(П) Fie apoi sistemul de formule de forma A = B şi А — B, 
unde A şi B sînt expresii formate din aplicarea cel mult a 
operatorilor, —, •, V asupra variabilelor p, $, г, ... Primul 
sistem este un sistem de teoria mulțimilor, al doilea sistem 
este sistemul „algebrei Boole”. 


(III) Se poate arăta că algebra Boole (care operează cu 
-două clase „totul” si „nimicul”) este izomorfă cu sistemul 
mulțimilor definit mai sus. 

(IV) Dar algebra Boole este izomorfă 51 cu logica adevăr- 
falsului definită formal prin (11) iar semantic prin două semni- 


9) Semnele M, №, ... desemnează mulțimi X, Y, Z, sau mulțimi 
«compuse de la acestea X N Y, X QU Y etc. 
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ficatii (adevăr, fals), prin urmare logica astfel definită este 
izomorfă si cu teoria mulțimilor definită in (1)9. 

Prin aceasta am stabilit deja relaţii foarte intime între cele 
trei teorii. Se înțelege că întrucît algebra propozitiillor (cu 
totalitatea operatorilor) admite și interpretări diferite de 
algebra Boole (de exemplu, pentru implicatie se poate lua ca 
interpretare cu restricţiile necesare relaţia de deducție), logica 
propoziţiilor luată în totalitatea ei nu este identică nici cu 
modelul algebrei Boole, nici cu teoria multimilor. 

De exemplu, expresia: 


((p > 4) • (9 r) > (pr 


nu-i putem pune în corespondență 
(М, C Mj) N (M; C M3) C (M, C, Mj) 


căci n-are sens să spunem cá „intersecția a două incluziuni 
este cuprinsă într-o incluziune”, doar dacă nu cumva admitem 
gi o altă interpretare pentru semnul C. 


5. FUNDAMENTAREA TEORIEI MULȚIMILOR 


Se pune problema construirii ca sistem logic organizat a propo- 
ziţiilor despre mulţimi. Prin aceasta însă ne apropiem atit 
de mult de logică încît deosebirea este greu de făcut. 
Într-adevăr, cele trei feluri de afirmaţii cu care operează 
teoria mulțimilor a Є M, MC N si M = N (aceasta din urmă 
nu este specifică) corespund cu trei forme fundamentale de pro- 
poziţii: propoziţii de apartenenţă, propoziţii de incluziune și 
propoziții de identitate. Or, toate acestea generează rationa- 
mente ireductibile (am văzut cá rationamentele sint condi- 


*) O definiţie uzuală a izomorfismului este urmátonrca. Fie 5, şi S, sisteme. 
Vom spune са S, $i S, sint izomorfe dacă și numai dacă: 

a) oricărui obiect din 5, îi corespunde un si nuinai un obiect din S, (şi 
reciproc), 

b) oricărei operaţii din S, îi corespunde o și numai o operaţie din S, 
(și reciproc) 

c) oricărei relaţii din $; îi corespunde o și numai o relaţie din S, (şi 
reciproc) 

d) oricărui rezultat al unci operaţii din S, îi corespunde un şi numai 
un rezultat din S; (si reciproc). 
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tionate de forma propoziției). Prin urmare, afirmațiile cu 
privire la legăturile logice dintre „aserțiunile” teoriei mulți- 
milor se dovedesc a fi formulări ale legilor de rationare cu 
propoziții de forma amintită! (Se înţelege că semnul identităţii 
va fi luat aci doar ca o aplicație particulară şi cá ne intere- 
sează relațiile specifice 6, C). 

Nu ne vom ocupa aci de sistemul axiomatic al teoriei multi- 
milor, cititorul dispune ín acest sens de excelenta carte a lui 
Fraenkel $i Bar-Hillel „Bazele teoriei mulțimilor” (limba 
engleză sau rusă). 


6. LOGICA CLASELOR 


Noţiunea de clasă a fost introdusă în paragraful 1. Vom 
arăta în continuare cum operatorii (), |), С aplicaţi la clase 
pot fi definiti cu ajutorul relației Є, a operatorilor propo- 
zitionali și a cuantorilor. Se înțelege că vor fi asertiuni logice 
numai acelea care sînt raportate la legătura dintre asertiuni 
asupra claselor, restul fiind, ca să spunem așa, asertiuni ale 
teoriei mulțimilor aplicate la clase. 


(1) ЕГ С=х(хєЕ.хє С). 


Aceasta înseamnă cá termenul (nepropozitional) F (^| С (care 
desemnează o clasă formată prin intersecție) este prin definiție 
identic cu termenul care descmnează pe acei х astfel cá x & Е 
și x & С. Este foarte important ca cititorul să rețină că (1) 


este o relaţie între termeni $i nu între asertiuni. Semnul. эх” 
este ип corespondent pentru operatorul abstractiei (Ах) din 
calculul predicatelor 51 el corespunde de asemenea cu opera- 
torul „x|? din algebra mulțimilor (vezi ,,x|x are proprietatea 
Р”). Expresiile formate cu ajutorul operatorilor abstractiei 


A n s в S ^ ^ s * x 
(x) desi cuprind asertiuni nu sint in totalitatea lor asertiuni. 
Prin urmare expresia „acei x pentru care x SF şi х6 С” 
va fi consideratá un termen, altfel identitatea (1) n-ar avea 
sens. 


(2) Е (С = 5 (хЄ«ЕУхє С). 
(3) ЕСС = үх (хЄЕ-> хє С). 


Expresia (3) leagă asertiuni şi deşi este o definiţie ea poate fi 
tratată şi ca regulă de deducție care ne permite să trecem 
de la asertiunea е o anumită formă la asertiunea de altă. 
formă. 


FCB 
Vx xe&FxecG) 


Într-adevăr, de la asertiunea „numerele pare sint cuprinse 
în clasa numerelor întregi” se poate infera pe baza acestei 
reguli „dacă un număr este par atunci el este și întreg” 
(cuantorul universal este subînțeles). Făcînd trecerea de la 
un formalism la altul definițiile (1)—(3) pot fi considerate 
ca apartinind unui metalimbaj În consecință regula de 
deducție este și ea o metaregulă. 


Cu ajutorul operatorilor propozitionali putem reda anumite 
proprietăţi ale incluziunii. 


(4) (ЕСС. GC Н)— ЕС Н (tranzitivitatea). 


Expresia (4) este echivalentul extensional al modului Barbara 
cu premise inversate. Dacá dám corespondentele extensionale 
ale judecátilor A, E, I, O putem construi toate silogismele 
$i de asemenea reda o serie de alte inferente. Ne vom limita 
la termenii 5, P, M a cáror conditie de a nu fi vizi (clase vide) 


se păstrează şi aci şi este redată prin 5 = Ø, P ze Ø, M = o 
(3a) A=SCP 


(5b) Е-8СР 

(5с) I2S(PzÓó 

(5d) О=5 ПР = б 

(6) MCP,SCM[L-SC P (Barbara) 

(7) МСР, SCML-SCP (Celarent) 

(8) МСР,8(1Мж2501-585(1Р:500(Пай) 
(9) МСР,5(Мж01-585(1Р:50 (Ferio) 
etc. 
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Їл cuvinte ultimul mod (9) poate fi citit „din faptul са M 
este cuprins in non-P şi S se intersectează cu M se deduce 
са 5 se intersectează cu поп-Р”. Prin urmare, dacă am introduce 


о relaţie de asertiune corespunzătoare operatorului (), de 


exemplu asertiunea ,,... se intersectează cu — — —”, аш 


putea scrie judecátile I $1 0 fără exprimarea explicită а dife- 
rentei față de clasa vidă. De asemenea este de observat că 
în locul virgulei putem introduce ,,.", iar în locul semnului 
-:—” semnul ,,—". 


(10) SCP 2S PCS (contrapozitia) 
(11) SC P, S = Ø, P = O|— S | P = О (eubalternarea). 
(12) SCPoSC P (obversiunea). 

Deoarece prin pátratul logic avem echivalentele 
13)1=ЕнО=А 

vom putea scrie 


(1 I- SCP şi O- SC P. 


Ca urmare, modurile pot fi scrise fárá a mai enunta explicit 
condiţia restrictivă (ea rămînînd pur şi simplu legată în general 
de utilizarea simbolurilor S, P, М). 


(5) МСР, SCM|-SCP (Darii). 
(169 МСР, SC MI- SC P (Ferio) 


Se înţelege cá aceleaşi inferente pot fi redate şi cu ajutorul 
apartenenţei. Ele vor fi pur şi simplu retranscrieri din cal- 
culul predicatelor dacă ținem seama de definiţia: 


(17) x & F z Fx 
Ín acest fel modul Barbara va deveni: 


(18) Vx (x & M > x E P), Yz (x S S > x & M) H үх (х є 
Є5-хЄВР) 
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În concluzie silogistica poate fi interpretată ca un fragment 
al logicii claselor sau al logicii predicatelor (desigur cu sacri- 
ficarea unui anumit specific). 

Logica claselor poate fi dezvoltată paralel cu logica predi- 
catelor dacă mai departe vom ,,reduce" relațiile la clase n-tuple 
(adică fiecărei relații n-are îi vom asocia o clasă n-tuplă, 
anume clasa elementelor care satisfac relația respectivă). 

Deși logica claselor este pe deplin izomorfă cu logica predi- 
catelor putind fi considerată ca modelul extensional al calcu- 
lului predicatelor, nu este totuși de prisos ca ea să fie formu- 
lată distinct. Într-adevăr, adesea avem nevoie de forme de 
exprimare extensională și prin urmare trebuie să știm după 
ce reguli logice operăm cu aceste forme de exprimare. Or, 
în acest scop regulile înseși trebuie formulate adecvat în 
„limbajul modelului”. 


1 Ca bibliografie în limba română pentru teoria mulțimilor am utilizat 
între altele lucrarea lui Gr. C. Moisil, „Elemente de logică matematică și 
teoria mulțimilor”. 


LOGICA RELATIILOR 


1. OBSERVATII GENERALE 


Teoria relaţiilor studiază. legile de raționare_din_punetul” 
de vedere al 1 | In calculul 
predicatelor noi am considerat numai funcțiile propozitionale 
n-adice unele in relatie cu altele fárá a ne intreba asupra 
proprietátilor relatiilor exprimate in aceste functii. De exemplu, 
considerínd relatia x R y, scrisá R (x, у) pe noi ne-a interesat 
numai funcţia „R (x, y)? nu şi relaţia ca atare x Ку. Nu 
ne-am pus intrebarea dacá, de exemplu, o astfel de relatie 
este simetrică, reflexivă or tranzitivă (deși ne-am intilnit cu 
asemenea proprietăți în cazul operatorilor propozitionali). 

În cele ce urmează ne vom ocupa în special de așa numitele 
relaţii diadice (sau binare) între indivizi (de un fel oarecare). 
Vom nota indivizii în continuare cu х, у, 2 (variabile 
individuale) si relațiile cu Р, Q, К, ... si vom scrie P (х, y), 
О (x, y, 2), R (x, у, t), ... Relaţiile diadice de forma К (x, y) 
vor fi scrise și x R у (cum s-a arătat mai sus) si se va citi 
„individul x este în relația R cu y". 

Exemple « de relatii 
y Relagi-diadice, R х,у): х> у, х= у, х <у, х = у, 









la sud de ... (exemplu: Bucu- 


loieşti”) ... după (с după b). 


„х se află între y şi 27 (unde x, y, 5 


sînt ар a 
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Relaţie tetradică R (x, у, z, 1). O astfel de relație este 
„relația de schimb” din economia politică. Ea se formulează 
astfel „x schimbă cu y obiectul z pentru obiectul t”. 


2. RELAŢII DIADICE: xR y 


În expresia „x R y" x si y reprezintă termenii relației, iar 
R relația. Între termeni, x reprezintă antecedentul relației, 
iar y ИРГЭН (consecventul) Multimea valorilor pe care 
se defineși va рига numele де domeniu al relaţiei, iar 
mulțimea шан 1 — codomeniu. — 7 

Dacă х В у reprezintă o relapyíe, X va fi domeniul si Y co- 
domeniul relației dacă și numai dacă funcția propozițională 
„х В y" va deveni sau adevărată sau falsă cînd x va lua 
din X şi y va lua valori din Y. La rîndul său pereche ) 
se va numi cimpul геїаце» Altfel spus cîmpul relaţiei este 
reuniunea domeniului 51 a codomeniului. 

Cimpul relaţiei ену image dacă domeniul şi содошеп 
sînt formate din acel şi tip de obiecte, astfel că unul şi același 
obiect poate să apară într-un caz ca antecedent, iar în altul 
ca succedent. 

Cimpul relaţiei este nd nu sînt îndeplinite condi- 
{Ше pentru a fi omogen (adică domeniul și codomeniul nu 
sint formate din același tip de obiecte). Fie relaţia x — y. 
Ea este o relaţie între numere reale, cîmpul ei este omogen. 





De exemplu, 2 > 1, 3> 2, 1 > I De aci se vede cum ace- 


leasi numere pot ocupa pozitii diferite in relatie. 

În relaţia „x este soţul lui y" cîmpul este eterogen, căci 
Х = mulţimea bărbaților, iar Y = mulțimea femeilor. Con- 
venim ca in general să notăm domeniul și codomeniul cu lite- 
rele mari latine corespunzătoare literelor mici care formează 
cele două variabile individuale ale expresiei. Vom avca deci 
şirurile corespondente : 


х, у, 2 

Х, Ү, 7, 
Cimpul relaţiei va fi notat prin reuniune, exemplu: X U Y, 
Х|)2,... sau pe scurt cu litera C. 


Dacă x К y atunci С = X U Y. Noţiunea de cîmp (si deci 
de domeniu $i codomeniu) poate fi luatá intr-un sens mai 
restrîns — mulțimea perechilor care satisfac relaţia. 
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3. PROPRIETÁTI FORMALE ALE RELATIILOR 


(/Renexivitates. O relaţie К este reflexivă dacă și numai 
даса à 
Urmátoarele relatii sint reflexive: x — y, x i| у (paralelism) 





cá =x și x || x. 
(^. )Simetrio. O relație R este simetrică dacă $i numai dacă 
ренги orice x şi pentru orice y are loc x R у = y R x. Relaţiile 


de mai sus 6101 simetrice deoarece éste adevărat (x = y) = (у = x) 
şi (x||y) = (2||х). Relaţia de perpendicularitate ceste de ase- 
menea simetricá, cáci x | y == у | x. La fel relaţiile ,.х cores- 
pondeazá cu y," „x este văr cu y", „x cste compatriot cu y”. 






ranzitivitatea. O relaţie К este tranzitivă dacă $i numai 


(errans orice x, pentru orice y si pentru orice z are loc 
(x Куех К) — x Rz. 


Astfel relaţiile =, <, >, C, —, |, x precede pe y. 

Astfel pentru x||y propoziţia devine: dacă лу si y||: atunci 
az. 

Alte proprietăţi se obţin din negarea celor de mai sus. Con- 
venim să folosim prefixul ne- pentru a desemna proprietăţile 
obţinute prin negarea parţială (adică ele nu au loc în genere, 
dar pot avea loc uneori) şi prefixele a-, in-, i- pentru a marca 
negarea totală (nu există obiecte pentru care să aibă loc pro- 
prietatea). 





/d) Prin negarea parţială obţinem proprietățile nereflexivitate,l 

metrie şi netranzitivitate. 

Astfel, relația „x invinovátegte pe y". -.x critică pe y", 
эх denunţă pe y", „x descrie pe y" sînt relaţii nesimetrice, 
căci pot avea loc și cazurile x invinováteste pe x (= x se învi- 
nováteste pe sine), x critică pe x (= x își face autocritica), 
x descrie pe x (— x se autodescrie). Este evident cá astfel de 
relatii trebuie raportate la multimea actelor descrise. Or. nu 
este universal adevărată nici una din propoziţiile de reflexivi- 
tate enuntate. 

Relaţiile urmátoarc sint nesimetrice,,x scrie lui y", „a infor- 
mează pe y", „x critică pe y". Într-adevăr, se poate ca y să-i 
scrie lui x, y să informeze pe х şi у să critice pe x, dar acestea 
nu sint universal valabile. 

Următoarele relaţii sînt netranzitive: „х este prietenul 
lui y", „x este vecin imediat cu y", „x corespondeazá cu y". 
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Din faptul că х este prieten cu y si y este prieten cu x пи decurge 
in mod universal că x este prieten cu z (oricît de dorit ar fi), 
desi pot să fie cazuri de „transmitere” a relaţiei de prietenie. 
Un exemplu foarte obişnuit de relaţie netranzitivă este acesta: 
echipa de fotbal х învinge echipa de fotbal у, la rîndul său у 
învinge echipa z. Toti pasionatii ştiu cá nu este obligatoriu 
ca х să învingă pe 2. 


(ев negarea totală a proprietăţilor a)—c) obținem irefle- 
xivítate, asimetrie, intranzitivitate. 

Relaţiile x < у, x > y, x este tatăl lui y sînt evident irefle- 
xive si asimetrice, Relaţia x este tatăl lui y este și intran- 
zitivà. 

Fiecare relatie diadicá poate fi descrisá complet sub raportul 
proprietátilor indicate mai sus. Astfel, relatia x « y este 
ireflexivá, asimetrică si tranzitivá, relația x x; y este nere- 
flexivá, nesimetricá și tranzitivá. Relaţia x critică pe y 
este nereflexivá, nesimetricá și netranzitivà. Relaţia x = y 
este reflexivă, simetrică și tranzitivá. 

nivocitatea. O relaţie este univocă dacă 81 numai dacă 
fi ui antecedegt ji corespunde un $i numai nsecvent 
"este univocá, adică pentru x succede pe y este adevărat că 
oricárui y ii corespunde un singur x care-] urmeazá imediat. 


Tot univocá este si relatia x este fiul doamnei y, cáci fiecárui 
fiu îi corespunde o singură mamă. 


. JBiunivocitatea. O relaţie este biunivocá atunci cînd este 
uniYocă în ambele sensuri, adică fiecărui antecedent îi cores- 
punde un singur consecvent şi fiecărui consecvent un singur 
antecedent. Astfel relația succesor este biunivocá în cîmpul 
numerelor întregi (pozitive şi negative). 





Putem vorbi, de asemenea, de relaţii neunivoce, de exem- 
x > у, nu există un singur număr саге să fie mai mare 


ca у sau un singur număr care să fie mai mic ca х. 


Proprietăţile de mai sus pot fi definite şi numai cu ajutorul 
simbolurilor. Pentru a le indica expres trebuie să introducem 
predicate de ordinul doi (adică predicate de predicate): Ref 
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(reflexiv), Sym (simetric) Trans (transitiv), Neref(nereflexiv), 
Nesym, Netrans, Їге/, Asym, Intrans. Definiţiile vor fi: 


(1) Ref (R) z Vx x Rx 

(2) Sym (R) = V3 y (х Ry = y R x) 

(3) Trans (R) = VaVyMz (x Ry- x Rz) > x Rz) 

(4) Neref (В) = Ref (R) = Vx x Е х 

(5) Nesym (R) = Sym (R) = Va3Vy («Ry = y Rx) 

(6) Netrans (R) = Trans (В) = УхУуүг (XR y-yRz) = xR z) 
(7) Iref (К) = 3« x Rx 

(8) Азут (В) = 3х3у (Ry = y Ra) 

(9) Intrans (R) = 3х3у32 (х Ку. y Rz) > x Rz) 
(10) Un (R) = VaVy (x Ку > Wz (x Rz — y = z)) 
(În cazul (10) „Un” este o prescurtare pentru univoc.) 

Observăm că în cele de mai sus am adoptat un „limbaj? 

intensional (al predicatelor). Se poate de asemenea vorbi 
despre relaţii în „limbajul extensional” (al mulțimilor și 


claselor). Unii autori chiar amestecă cele două moduri de 
exprimare, ceea ce este cel puțin inestetic. 


4. ОРЕКАТ!Ї CU RELAȚII 


Ca şi cu propoziţiile şi clasele cu relaţiile putem efectua o 
serie de operaţii. Aceste operaţii sînt denumite fie cu termeni 
din logica ргоро2і ог, fie cu termeni din logica claselor, 
fie cu termeni speciali. Alegind un termen noi vom indica în 
paranteză și alții. În vederea simplificării scrierii relațiile 
vor fi reprezentate uneori prin Р, 0, Е, fără a se mai 
indica termenii (x, у). 


a.) Negatia relaţiei (complementara). Se va nota ca $i mai 





înainte cu ajutorul ,,—" 51 se va scrie R sau х R y. Astfel, 
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negatia relaţiei x > y este x > y, adică x < у. Negatia rela- 
tiei „x este prietenul lui y" este „x nu este prietenul lui у”, 
altfel spus ,,х nu se află în relaţie de prietenie cu y". 


siderată extensional negația se va numi 
relaţiei” și se va defini astfel: 


———————Ó————M 


(1) = zy(€xy €R) sau 


Ё =ху(<ху> @В) 


Aceasta se citește „negația lui К înseamnă acei x și acei y 
astfel că perechea <x, ус» nu aparține clasei К. Prin aceasta 
relația este redusă la o mulțime de perechi. 

Se poate de asemenea utiliza o definiție extensională dar 
care raportează funcția propozițională (predicativă) la clasa 
de elemente: 


(2) R = x y (5 Ку) 


R este identic cu acei x și y pentru care nu are loc х К у, 


sau R este mulțimea perechilor <x, y> pentru care nu are 
loc x В y). Їп raport cu extensiunea relatiile pot fi clasificate in 
douá: universale (totale) si vide (ca si in teoria multimilor 
aceste notiuni pot fi luate in sens absolut sau relativ, noi 
le vom defini aci în sens relativ). 


(13) R, = VxVy (x Ку) (Ru: „R este universală”) 
(14) Ко = VxVy (x Ку) (Ro: „R este vidă”) 


Relaţia compusă „x = x şi y = y" (va fi discutată mai jos) 
este o relație universală (în universul numerelor). Relaţia de 
identitate: „x = x si у — y" este universală în orice univers, 
la fel x z x. 


Relaţia „x zc x şi y +y” precum gi x Æ x, хо» x sint vide. 
Relaţia x = x este vidă in orice univers. Identitátile (13) si 
(14) pot fi scrise respectiv si 

(15) R, = VaMy(«x, y» € R) 

(16) Ro = VaVy(«x, у> Æ R) 


Se înţelege са \/х\ўу(<х, у> € R) = 3x3y( «x. y» € В). 
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Conjunc(ia теда} 


Bilor (intersectia, produsul logic). Se 
жи său rai pe scurt RQ si se definește: 
(17) a(R Q) y = х 


Echivalente cu (17) sint si definitiile: 





e x Оу. 


(18) RQ = xy (<x, y» E€ R. <x, y> є Q). 
(19) RQ = ху (x Ку. x R y). 


În (18) si (19) conjunctia apare de asemenea ca o mulțime de 
perechi si poate fi numită „intersecția relațiilor” (de unde 


scrierea R () 9). 
Din relațiile : 

x este prieten cu y si x este coleg cu y 
formăm relația: x este prieten 51 coleg cu y; din relațiile x < y 
şi x >> у formăm relația x = y; din x z y şi x 3- y formăm 
хо» y, din x este mai în vîrstă ca y şi x este fratele lui y 
formăm: x este fratele mai mare al lui y. 


rodusul relativ (compoziji înmulțirea relațiilor). 


un anumit gen de conjunctie a relaţiilor. Se notează de 
obicei cu | şi se scrie R|Q sau x (R|Q) y. (Citește R înmulțit 
cu О). 
(20) RIQ = Jz (x Rz. zQ y). 


Sau echivalentă cu (20): 


(21) RIQ = 2 y (32 (x R z. z Q y)). 


Astfel relația x este unchiul lui y este compusă din relaţiile 
x frate cu z şi z este tatăl lui y. De asemenea, din x este tatăl 
lui z si z este soţul lui y putem forma x este socrul lui у. În 
cazul în care relația К este compusă cu sine (o dată sau de ша! 
multe ori) avem puterea relațiilor. Vom scrie puterea unei 
relații folosind exponenti ca în aritmetică, adică R”. 


(30) RIR = Re, (R[R)R = Вз etc. 


Ca exemplu, vom considera relația x este tatăl lui y. 
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Vom avea lanțul de relații: 

x este tatăl lui y şi 

у este tatăl lui z și 

z este tatăl lui u și 

u este tatăl lui t etc. 
Produsul (compoziţia) de х este tatăl lui у şi у este tatăl lui 
2 va da x este bunicul lui z, produsul dintre х este bunicul 
lui z $i z este tatăl lui и va da x este străbunicul lui u etc. 


Notînd cu T relația de paternitate (adică ,,.. este tatăl lui 
— — —”) vom putea scrie pe scurt: 


T|T = Bunic (pe scurt B) 
(T|T)JT = B|T = Străbunic (SB) 


((Т|Т)|Т)|Т = (В|Т)Т = SB|T = Strá-strábunic etc. 
Sau Т? = B, Тз = SB etc. 

Fie relaţia x = y. Prin compoziţie (produs) vom avea х = у 
$i у — z formează x = 2. Dar aceasta este chiar tranzitivitatea 
egalității. Deci putem defini tranzitivitatea prin puterea rela- 
пог. 

(31) Тгапѕ (К) = К = Б? 

Produse relative interesante dau anumite relaţii cu relaţiile 
de identitate (—, —). Notind astfel de relatii cu I vom avea 
o formă specială de produs relativ R|I. De exemplu X С Y 
şi X == 7 dà produsul relativ XC Z. La fel din x == 2 şi z 
are proprietatea F obţinem prin produs cá x are proprietatea 
Е. Altfel, scris, x =z şi zEF dă x € Е. 


[è Pisjuneşia relațiilor (reuniunea, suma logică a relațiilor). 


ni notrewpi іп propozitiilor cu V $i vom scrie 


x (КУ Q)y sau RV Q. 
(32 RVQzxRyVxQy. 
Din relatiile: 
x este уйг cu y si x este prieten cu y 


vom obtinc: x este vár sau prieten cu y. 
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(În vorbirea obișnuită auzim adesea ,,x este prieten sau poate 
şi rudă cu y", ceea ce reprezintă o relație compusă prin dis- 
junctie). 2 

Din relaţiile x = y şi x > y obținem x р y, iar din x il 
vizitează pe y şi x corespondează cu y formám x îl vizitează 
sau corespondeazá cu y. Extensional vom vorbi de reuniunea 
relațiilor și o vom defini in mod corespunzător. 


(c) Suma relativă. Analog cu produsul relativ putem vorbi 
desumă relativă. Convenim s-o notăm cu W,(RW,Q, x (RWQ)y). 


(33 КМО = 3z(RzVzQy). 


Din х este prieten cu у și у este văr cu 2 obținem prin sumă 
relativă х este prieten sau văr cu z (Se înțelege că suma astfel 
formată poate să fie adevărată sau nu). Nu trebuie să con- 
sideram formarea sumei relative ca fiind o derivare logică din 
cele două relații (observaţii analoge și pentru соп)шпсиа 
şi produsul relativ). În unele cazuri putem avea o derivare 
logică (implicatie), în altele nu. 

Un alt exemplu de sumă relativă este acesta: din x =y, 
şi y > 2 obţinem x > 2 (ceea ce este o însumare adevărată). 
Prin însumare repetată a aceleeași relații avem 

((R W Б) WR) W R etc. Aceasta poate fi scris pe scurt ca 
nR (unde n este relaţia luată de n ori). Repetarea unei astfel 
de relații mărește gradul de nedeterminare al propoziției 
respective. Exemplu: Ion este mai іп vîrstă ca Gheorghe 
sau Gheorghe este mai în vîrstă decît Constantin. Totuși o 
ase menea însumare repetată poate fi utilizată pentru descrierea 
unei situaţii complexe. Un jurist poate să descrie astfel o situa- 
tie nedeterminată „ceva s-a întîmplat, or x l-a bătut pe y 
ori у l-a bătut pe z”? (acestea părîndu-i-se singurele ipoteze 
plauzibile, avînd în vedere, să zicem că z este prea slab pentru 
a-l/bate ре х sau pe y). 






| relatiil bsumare, incluziune). 
34 R Q = VxVy xRy— хОу) 


Re'aţia х > y implică relaţia x z^ y. 
£g. JEchivalenţa relaţiilor. 
(95 КОО Му (= Ry = х Q y) sau 
36) BO Q = үхүу(х Ry — x Q y) » (x Q y — x R y). 
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Cu alte cuvinte echivalenta relațiilor înseamnă două relații 
care au loc pentru aceeași mulțime de obiecte (mai precis 
pentru aceeași mulțime de perechi). 

Relaţiile „x este mai în vîrstă ca y" şi „x primeşte buletinul 
înaintea lui y" sînt relații echivalente. Se consideră uneori 
şi următoarea operaţie (evident extensională) denumită гезїгїл- 
gerea (limitarea) cimpului relaţiei la mulțimea A. O notăm 
prin RA și scriem: 


(37) К, = x Ку. (хє А, y e& A) sau 
К, = х Ку, (<х, y> EA) 


Se înțelege cá restringerea se face în raport cu cîmpul initial. 
De exemplu х > y poate avea loc dacă (x, y) aparțin mulțimii 
numerelor reale. În mod obișnuit în matematică (x, y) se referă 
la mulțimea numerelor, iar în logică au un cîmp şi mai larg 
— mulţimea indivizilor. 


em relaţiilor (sau inversiunea). Termenul ,,con- 
v une au este aplicat Tn mod umvor-Suneori se confundă 
sensurile. Vom avea cel puţin trei ipteleguri diferite: 

a) conversiunea în înțelesul logicii tradiționale 
fi afectată cuantificarea relaţiei, respectiv a propoziției), de 
exemplu, conversa judecății „Toți S sint P" va fi „Unii P 
sînt S”; 

b) conversiunea în înțelesul da 
menilor (de la x > y se trece la у < х 

с) conversiunea în sens de simetrica relatici (reciproca), 
de exemplu, trecerea de la x > y la уг x. 

În cazul conversiunii a) propoziţiile „Toţi S sint P" si 
„Unii P sint S" nu sint logic echivalente căci se poate ca 
prima să fie falsă și a doua adevărată (ex. „Toți studenții 
sint sportivi" este falsă, în timp ce „Unii sportivi sint stu- 
denti" este adevărată). În cazul conversiunii b) avem pur și 
simplu aceeași relaţie ,cititá" invers. Într-adevăr, între a 
ipune că „x este mai mare ca y" si a spune cá „y este mai 
mic decît x” nu este logic пісі o diferență. Dimpotrivă, în cazul 
“onversiunii c), x > y şi у > x nu sînt logic echivalente. Con» 
versiunea b) este evident bazată pe anumite noțiuni contrarii. 
Exemplu „mai mare” cu „mai mic", „întreg”, „jumătate”, 
-1а1417, „fiul”, „bunic”, „nepot” ș.a. Cînd Jorgensen exem- 
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plifică conversiunea c) prin „x este tatăl lui у”? și „y este fiul 
hui x” el confundă evident conversiunea în sensul c) cu conver- 
siunea în sensul b). 

Comun este pentru toate cele trei conversiuni inversarea 
ordinii termenilor, in așa fel cá vom defini conversiunea în 
genere astfel: Spunem că 0 (y, x) este conversa lui R (x, y), 
dacă şi numai dacă Q (y, x) == R(y, x). Dacă in plus se schimbă 
(sau se poate schimba cuantificarea) vom avea conversiunea 
clasică (adică a), dacă se schimbă şi orientarea relaţiei vom 
avea conversiunea b), dacă nu se schimbă decît ordinea ter- 
menilor vom avea conversiunea c). Prin urmare, conversiunea 
є) este cea mai slabă. Putem conveni să numim conversiunea 
b) reorientare a relaţiei, iar conversiunea c) simplu conversiune 
sau inversiune sau transpunere. 

(38) Dacă Q (y, x) este o reorientare a relației R (x, y) atunci 
Q (у, x) = R (х,у). 

Proprictatea (38) nu este valabilá nici pentru conversiunea 
elasică, nici pentru transpunere (conversiune ín genere). 

În virtutea lui (38) relaţiile următoare sint logic identice: 


х>ужу<х 
xcY=YDX 


x este la dreapta lui y = y este la stînga lui x. 

x este la nord de y = y este la sud de х. 

x este tatăl lui y = y cste fiul lui x. 
Comun reorientárii şi conversiunii este faptul că nu se pre- 
supune o afectare a cuantificării. În continuare nc vom ocupa 
de conversiunea pur si simplu, adică de transpusă 51 о vom 


nota cu R. 
(39) хКузуЕх вап R=yRa sau 
R=% y (y R x) 
Conversa unei relaţii de puterea n (adică В”) va fi scrisă R^", 
айса: 
40) R^ = R”. 
Pe baza conversiunii putem defini simetria astfel: 


(41) Sym (R) = (R = R) 


Augustus de Morgan cel care a pus bazele teoriei relatiilor a 
formulat următoarele proprietăţi ale conversiunii: 


(42) R = R (conversa conversei este relația iniţială). 
(43) Dacă Q= К atunci Q = 
(44) Dacă Q= R atunci 0 = К 


Cz 


(45 R — Н (negarea conversei este identică cu conversa 
negatiei). 

(46) Dacă R =) © atunci R > 0. 

Exemple pentru (42)—(46). Conversa relaţiei x> y va fi 
y > x, iar conversa acesteia va fi x > y (adică relația iniţială). 
Relaţiile x > y şi y > x sint reciproc converse, la fel x y 
$i у> x. Relaţia x > y se neagă cu x > y, prin urmare у> x 
se va пера cu y > x. În loc de x> y putem scrie х < y. 
În acest caz vom spune că dacă x >> у se neagă reciproc cu 
x < y atunci y > x se va nega reciproc cu y = x (analog putem 
reformula exemplul pentru (43)). 














Fie x > y relaţia R, y > x va fi R, уз х va fi R. 
Negaţia lui x > y va fi x<. y, conversa negatiei y =: х (К), 
ceea ce este identic cu Ќ. 

Pentru (46) vom avea: dacă х» y 2xz-y atunci y > 
> х= у = х. 


În ce priveşte proprietăţile celorlalte operaţii luate in parte 
sau una în raport cu alta cititorul le poate stabili pe baza 
celor spuse deja în logica propozitiilor. 

Aci ne vom opri la anumite proprietăţi ale conversiunii în 
raport cu celelalte operații. 

(47) Dacă q este unul din operatorii •, V, |, W, =, O atuna 
sînt valabile teoremele de forma: 


—— о wy 
RqQcRqQ 
(А se observa asemánarea cu legile lui de Morgan). 
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O definiţie foarte importantă pe care o redăm aci este 
aceea care spune cá „relaţia există dacă şi numai dacă există 
termenii ei". 


(48) Е!К = 3хЗу х Ry. Apoi formule relative la puteri. 
(49) (КУО): = R! V Q-1 

(50) (R| Q) = КГ. Q^ 

(51) R"|R" = R"*" 

(52) (R") = Rm 

(53) (R-m) = R-"" 

(54) Asym (R)=R>R- 

(55) Intrans (К) = R? =) К 


Exerciţii : 

1. Să se studieze noțiunile de domeniu, codomeniu, și cîmp 
în raport cu conversiunea; 

2, Să se studieze proprietățile celorlalte operații (inclusiv 
una în raport cu alta); 


3. Să se studieze proprietăţile conversiunii prin reorien- 
tarea relaţiei (o astfel de conversă poate fi notată, de exemplu, 


Эс 
astfel В); 

4. Avind in vedere definitia (40) ва se reformuleze teoremele 
privitoare la conversá cu ajutorul scrierii R ^". Este evident 
cá deoarece relatia diadicá va fi Rl, conversa ei se va scrie 
cu R-1. De aci: 


(6-1) 1 = R ete. 


5. CLASIFICAREA RELAȚIILOR 


Clasificarea relațiilor se face în funcție de proprietățile 
amintite. În acest sens vom distinge relațiile elementare de 
relațiile compuse (cu ajutorul anumitor operatori). Cazul 
cel mai interesant de relații compuse este acela cînd avem 
»lanțuri” („reţele” sau ,sisteme") de relații, cum ar fi, de 
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exemplu, sistemul relaţiilor de rudenie. Se înțelege cá studiul 
lanţului de relaţii va depinde de proprietăţile relaţiilor ele- 
mentare 81 de tipul de operatori care se aplică pentru сош- 
punerea relaţiilor. Vom studia aci cele mai importante clase 
de relaţii (elementare). 


. Relațiile de echivalență. 


^ O relaţie R este de echivalență (sau altfel exprimat, 
de identitate) dacă, pentru ea are loc: 


Ref (R) şi Sym (В) şi Trans (В). 


Ca exemple ale relaţiei de echivalență avem: identitatea în 
general (==), identitățile particulare (egalitatea, echivalenta 
logică etc.), paralelismul, congruenta, biunivocitatea (echi- 
polenta), sinonimia, asemănarea, a fi (în, pe, cu) același (aceeași) 
ş.a. De exemplu, pentru ultimul tip avem „а fi la acelaşi 
curs”, „а fi in aceeași grupă”, „а avea același rest prin împăr- 
tirea lui N”, „a avea aceeași familie”. În general, dacă o relație 
este de echivalență în raport cu o mulțime M ea este de echi- 
valență si în raport cu orice limitare (restringere) a mulțimii 
M. (Limitarea mulțimii M nu trebuie confundată cu diviziunea 
ei în M mulțimi. De exemplu, mulțimea studenților este 
divizată în grupe. Limitarea corespunde cu operaţia de deter- 
minare în genere, în timp ce diviziunea este o multiplă deter- 
minare). Totalitatea mulțimilor între care se poate stabili 
o relaţie de echivalență formează clasa de echivalență. Astfel 
spus: clasa de echivalență a unei mulțimi M este clasa tuturor 
mulțimilor echivalente (în acclași зспз) cu М. Am văzut că 
numărul cardinal al unei mulțimi M este clasa tuturor multi- 
milor echipolente cu M. Prin urmare, numărul cardinal este 
o clasă de mulţimi echipolente. (Este indispensabil са în- 
treaga clasă de echivalentc să fie luată în raport cu una si 
aceeași relaţie de echivalență). Analog definim „direcţia”: 
se numeşte direcţie a unei drepte clasa tuturor dreptelor 
paralele cu dreapta dată (adică o clasă de echivalente în raport 
cu relația de paralelism). 

2. Dacă Mg este o clasă de echivalente corespunzătoare lui 
M atunci: 

a) orice mulțime din М. este echivalentă cu M 

b) orice mulțime echivalentă cu M face parte din Mg (deci 


si М). 


Definiţiile date numărului cardinal și direcţiei pe baza rela- 
tiei de echivalență poartă numele de definitii, prin abstracţie”. 
Ideea de „clasă de echivalente" poate fi raportată, de aseme- 
nea, la o relaţie sau o expresie. De exemplu, clasa tuturor 
expresiilor echivalente (în sensul valorii logice) cu o propo- 
zitie adevărată formează o clasă a propoziţiilor adevărate. 







elaţiile de ordine. Am văzut deja că unele relaţii sînt 
tate (adică între termenii lor există o ordine). Din punctul 
de vedere al ordinii relațiile se împart în a) relații de preordine 
şi b) relaţii de ordine. 

3. O relaţie R este de preordine dacă pentru ea are loc Ref(R) 
și Trans (К). În acest sens relaţiile de echivalență sînt de pre- 
ordine. 


4. O relatie R este de ordine (partialá) dacá pentru ea are 
loc Ref (В) şi Nesym (В) si Trans (В). 

5. O relație de ordine (parțială) strictă este acea relație 
R pentru care are loc: Iref (R) și Аѕут (К) şi Trans (R). 
Relaţia de implicatie (—, =) este o relaţie de ordine în sensul 
(4), la fel relaţia <. Relaţia < este de ordine în sensul (5) 


6. REPREZENTAREA RELAȚIILOR 


O relaţie х R y poate fi reprezentată fie scriind lista pere- 
ehilor care o satisfac, fie prin vectori, fie prin matrice. Fic, 
de exemplu, relația „x este părintele lui у” aplicată la mul- 
timea membrilor (a, b, c, d, e, f) unei familii. 

a) Lista регесїШог care satisfac relația poatc fi, de exemplu, 
urmátoarea : 


a Rb (a este părintele lui b, 
&Rc а este párintele lui c etc.) 
b Rd 

c Re 

eRf 


b) Reprezentarea vectorială va fi următoarea: 


(săgeata arată orientarea relației și între ce membri are loc 
această relaţie). 


c) Reprezentarea matriceală va fi următoarea: 


гэ а b c d e f 





(semnul [> arată orientarea tabelului, iar semnul v arată cá 
relația are loc între membrii care se află în dreptul cáeutei 
respective). 

Ca și teoria mulțimilor, teoria relaţiilor poate găsi aplicații 
foarte diferite. 


VII 


LOGICA РОШУАГЕМТА 


1. IDEEA DE POLIVALENTÁ 


Pînă acum propoziţiile noastre erau considerate ca avind 
una din cele două valori (adevăr, fals). Încă Aristotel a arătat 
că există situații în care nu putem decide pe care din cele 
două valori va trebui s-o atribuim propoziției. Analizînd pro- 
poziţia „mîine va fi o bătălie navală”, Aristotel scrie (în Despre 
interpretare) că „їп unele cazuri există contingentá şi atunci 
afirmaţia nu este nici mai adevărată, nici mai falsă decit 
negația”. El mai scrie că „Una din cele două propoziții în 
astfel de cazuri trebuie să fie adevărată 51 cealaltă falsă, dar 
noi nu putem spune precis care anume este adevărată sau 
falsă, ci trebuie să lăsăm alternativa nedecisá". Gcorge Boole 
socotise logica cu două valori (1, 0) ca un caz limită al rapor- 


tului de probabilitate — (unde Ё este numărul cazurilor 
1 


favorabile, iar 1 numárul cazurilor posibile). Se produce astfel 


un fel de ,gradare" sau înmlădiere a valorilor logice funda- 
mentale (adevărul, falsul). lată cum exprimă Gh. Peirce o 
asemenea idee: ‚Conform cu logica obişnuită, orice enunț 
este sau adevărat sau fals, nici o altă distincție nu se mai 
poate face. Aceasta este, cum ar spune geometria, concepția 
descriptivă; conceptia metrică ar spune că orice enunț este 
mai mult sau mai puţin fals și că aceasta este o chestiune 
de grad”. 

Matematica operează de multă vreme cu propoziţii care 
sînt „aproximativ adevărate”. De exemplu, ea dă pentru 
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raportul x o valoare aproximativă, 3,14 81 deci propoziţia 
сагс spune că „x are valoarea 3,14" este o propoziţie aproximativ 
adevărată, Chiar 51 în logică au apărut cazuri de apreciere a 
expresiilor care nu se reduc la adevăr, fals. De exemplu, func- 
tile propozitionale sînt realizabile, irealizabile (universal false) 
sau universal adevărate. În demonstrarea proprietăților siste- 
mului axiomatic ne-am folosit de mai mult de două semni- 
ficatii şi, desi nu le-am definit, am spus deja că ele pot fi luate 
ca niște cazuri particulare de adevăr si fals. Prin această multi- 
plicare a valorilor logice apare justificat să se vorbească de 
o logicá cu un număr oarecare de valori. Aceasta va fi logica 
polivalentă (sau, altfel spus, n-valentă). 


Cercctînd îndeaproape conceptul de polivalență (v. lucrarea 
noastră Logică şi adevăr) noi considerăm că la baza ei stau 
următoarele principii : 

1. Orice mulțime de n valori logice (n > 2) apare ca o parti- 
cularizare a ideilor fundamentale de adevăr si fals. 

2. În orice logică trivalentă cste suprimată cel puțin Їсдса 
tertului exclus (în formularea că „orice propoziție este sau ade- 
vărată sau falsă a treia posibilitate nu există”). 

3. Orice logică n-valentă presupune în fundamentul ei 
metateoretic logica bivalentă (căci pentru orice valoare nou 
introdusă este adevărat cá ea are sau nu are loc pentru. pro- 
poziția dată, a treia posibilitate neexistind). 

Fondatorii logicii polivalente sînt polonezul Jan Lukasiewicz 
(1920) şi americanul E. І. Post (1921). În cele ce urmează 
vom expune rezumativ cele mai cunoscute sisteme de logică 
polivalentà*. 


2. LOGICA TRIVALENTĂ A LUI LUKASIEWICZ 


Lukasiewicz a pornit de la analiza própozitiilor modale de 
posibilitate (,,Este posibil ca — — —"). În conformitate cu 
aceastá analizá el introduce trei valori pe care le noteazá cu 1 
(adevăr), 0 (fals) si 1/2 (neutral sau posibil). 


* Pentru expunere am folosit in principal lucrările: А. A. Zinoviev [37], 


5. C. Kleene [22], 1. Lukasiewicz (241. 
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Definiţiile funcţiilor fundamentale sînt următoarele: 
(1) М —1—p 
(2) Крд = min (р, 4) 
(3) Ард = шах (р, 4) 
(4) Срд = min (1, (1 — p +q)) 


Definitii pot fi de asemenea date cu ajutorul matricelor. Se 
pot folosi matrice de tipul celor utilizate in logica bivalentá 
sau de tipul celor utilizate deja in demonstrarea proprietátilor 
sistemelor axiomatice, ultimele sint mai comode. 


Np Kpg Apg Chg 

p |х N|: o 1/2 | 1012 N] 0 1/2 
1| 0 1] 1 01/2 lua 1|1 0 12 
0| 1 o|o o 0 0|1 01/2 0111 1 
12 | 1/2 M2 120312 12111212 1/2|]112 1 














Lukasiewicz ia са bazá operatorii С, N introducind prin defi- 
nitie operatorii A si К. 

(5) Ард = CCpqq 

(6) Кра = NANpNq 


Legile necontradictiei si tertului exclus nu mai араг ín logica 
lui Lukasiewicz. Într-adevăr, 


ApNp-—1 pentru p — 1 
ApNp —1 pentru p — 0 
ApNp —1/2 pentru р = 1/2 
La fel NKpNp-—] pentru p —1 
NKpNp — 1/2 pentru p — 1/2 


Metateoreme 


(1) Раса A este o tautologie in logica bivalentá А nu poate 
fi tautologie in logica lui Lukasiewicz. 
(8) Dacă A este tautologie in logica lui Lukasiewicz atunci А 
este tautologie și in logica bivalentă. 
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(9) Orice matrice bivalentă este o submatrice a matricei tri- 
valente corespunzátoare. 

Slupecki a introdus o functie specialà Tp — 1/2 care nu. 
poate fi redatá prin (C, N) ceea ce inseamná cá sistemul CN 
nu este functional complet. Tp in analogie cu tautologia si 
contradicția poate însemna o funcţie care ia pretutindeni 
valoarea 1/2 (ceea ce s-ar putea numi o funcție „identic-neu- 
trală”). Corespunzător operatorilor CN a fost construit un 
sistem deductiv incomplet (Tarski, Wajsberg), după cum 
corespunzător sistemului CNT a fost construit un sistem 
deductiv complect (Slupecki). Ulterior Lukasiewicz introduce 
o logică tetravalentă. Funcţiile clasice (bivalente) sînt notate 
cu Сё, № (funcţii de bază), iar cele tetravalente cu C4, N4.. 
Ca urmare se obțin următoarele matrice: 


f | Np Сард 1 2 3 4 





-NUA 
-NN 
= e 0000 
-NU A 


1 1 
2 1 
3 1 
4 1 


> шо м ~ 


Lukasiewicz și Tarski au descris apoi cu ajutorul functiilor- 
CN o logică infinitistă (cu un număr infinit de valori) în care: 
valorile sînt reprezentate prin numere reale de la 0 la 1 (inclu-- 
siv). Definiţiile pentru N si C sint respectiv (1) și (4) date 
mai sus. 


3. LOGICA LUI POST 


Post descrie o logică cu n valori. Ca funcții de bază el con-- 
sideră negația (ciclică) si alternativa pe care le defineşte: 
astfel. 


(1) М№р = р +1 даса 1 < psn-l 
Nip = 1 даса р = п 

(2) Ард = min (р, q) 

(Pentru п = 2 sistemul este cel bivalent) 

Alte functii: N? (negatia simetricá) si K. 

3) Np—n—pqdl 

(4) Кра — max (p, 4) 


17” 


"Iabelul pentru negatia N!. 


Р Np 
1 2 
2 3 
п-1 п 
п 1 





Sc numește tautologie în sensul lui Post o expresie care are 
totdeauna o asemenea valoare i încît 1 < i < s, unde l < 
< s < n (se poate ca s > 2). (Prin urmare, o oarecare diferență 
față de definiția dată de logica clasică și chiar de către Luka- 
siewicz care preluase definiţia clasică). 


4. LOGICA LUI BOCIVAR* 


Bocivar construieşte o logică trivalentă cu scopul de a ana- 
liza paradoxele din teoria mulțimilor. Bocivar admite trei 
valori R (adevăr), F (fals), S (absurd). Propozitiile sînt împăr- 
tite în clasice (interioare), neclasice (exterioare). 


Propozitii clasice Propozitii neclasice 
А А este adevárat 
non À А este fals 
А ві В А este adevárat si B este adevárat 
A sau B A este adevărat sau B este adevărat 
dacă A atunci B dacă A este adevărat atunci B este 
adevărat 


A este absurd. 


Metateoreme 
\ 


(1) Oricárei propozitii clasice ii corespunde una neclasicá. 
(2) Existá o propozitie neclasicá cáreia nu-i corespunde nici 
o propozitie clasicá (aceasta este de forma: ,,А este absurd"). 
Termenul ,,absurd" este explicat de Bocivar prin „fără conți- 
nut", 


* Se expune dupá Bocivar [5]. 
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Simboluri 


Multimea valorilor R, F, S. 
Variabile propozitionale p, q, r, 
Functori clasici: ~ (negația), (N (conjunctia), |) (disjunctia), 
D (implicatia), DC (echivalenta). 
Functori neclasici: |- (asertarea), | (negația), A (conjunctia). 
V (disjunctia), = (implicatia), +> (echivalenta), = (identitatea, 
echipolenta), | (absurditatea), — (negația asertárii). 


(3) Se definesc initial ~ p, p ( q, | p. p. (Asertarea — p 


înseamnă ,p peste adevărat”). 


p |-Р РП RES Piz Р |а 
Е Е Е RFS R R R F 
r R Е FFS г Е Е Е 
5 5 5 555 5 F S F 











Restul funcțiilor se definesc, după procedeul cunoscut, din 
negatie si conjunctie. Pentru funcţiile neclasice definițiile 
sînt următoarele: 


(4) рля= |р 1 я (8) р =9=(р9 (~р = ~ 9 
(5) рМ9=|- р-а (9) {р = ~ (-р0О Пр) 
ае AV а вай 
(1) p +9 — (р 9 (9 р) 

Din matrice decurg unele teoreme importante. 

(11) Dacá p este absurd atunci 


a) ~ p este absurd, 
b) -р este fals, 
c) 71 p este fals. 


(12) A П S este echivalent cu S. 


(13) Dacă un argument cste absurd atunci întreaga formulă. 
clasică este absurdă. 
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(14) Nici o formulă clasică nu e demonstrabilă în calculul 
lui Bocivar. 


(15) Nici o formulă contradictorie nu e demonstrabilă în cal- 
culul lui Bocivar. 


Teoreme (tautologii) 

(16) p p(1p (27) p V $ 
(17) р 99 (р (8) RO Е = К 
(18) (p> 4 > (p()r 90) (29) ЕУ Е = К 
(19) ((p-4) N (4—>т)) > (p^r) (30) SS 5 = К 


(20) q> (p 4) (31) po} p 
(21) (p N (р 9) 5 9 (32 ~pe тр 
(22) р» (p V 4) (33 PAIPAI 


34) pU яә р\ҷ 
35) (p D 9) ^ (p > 4) 


(23) p V q^ 4 Vp 
(24) ((p  r)Ya27)^ 
- ((рУ4)- 1) 36 {р= { ~P 
(25) Z> (р — 4) 3) {р> 11р 
(26) (р> 4р й) > (38) 4 p> =P 


( 
( 
( 
( 


Formulele (16)—(27) sînt izomorfe cu o serie de tautologii 
clasice. De exemplu: (16) este izomorfá cu p D (р AQP) 
Prin urmare, în locul relației de echivalență apare o relație 
nouă de izomorfism. Bocivar nu spune cît de departe merge 
acest izomorfism, tocmai de aceea ne permitem să formulăm 
următoarea propoziție. 

:(39) Dacă pentru orice formulă din calculul clasic al propozi- 
[Шог există o formulă izomorfá cu ea în calcul propozitiilor 
neclasice (dat de Bocivar) atunci toate legile clasice sînt 
-valabile în sensul izomorfismului în logica lui Bocivar. 
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Alte formule (tautologii): 


(40) ~ (р Up) (45) (р = ~ р) = {р 
(41) "1 (pU ~P) (46) (р ^ ~ р) = {р 
(42) il(pV p) (47) (~ 1p  (peop)a ip 


(43 { (pU ~р)= l(pV Ip) (48) (pU —p)(pe —p)s {р 
(44) (PU ~р) = {р (49) (р = |р) = {р 
(50) (=p = р) = {р 


Formulele (45) —(50) sint importante pentru analiza para- 
doxelor. 


(51) (р = р) | 
(52) (р = {р) = ~ 
(53) ~ р = (р - 9 
(54) 1р-(Р-4 


р (55) {р > (p 4) 
р (56) (р = 4) > (~ р = ~ 9) 
(57) (peg) ({р = { 4 


M y t. 


Sistemul (16) —(27) poate fi considerat ca sistem intuitionist. 


Reguli de deductie. 


I. Regula substitutiei. 

II. Dacă A este demonstrat și А DB este demonstrat 
atunci B este demonstrat. 

IV. Dacă A, B sint demonstrate atunci А (1 B este demon- 
stratá. Nu ne vom ocupa aci de sistemul axiomatic. (Cititorul 
poate construi uşor un sistem cu axiome neindependente). 

Bocivar dezvoltă în continuare și calculul funcţional (cal- 
culul predicatelor). 

La semnele de mai sus se adaugă: 


х, у, 2, variabile individuale, 

fe. q.v. variabile predicative. 

(х), (&x) cuantori clasici 

(Vx), (3х) cuantori neclasici 

(x)f(x): „pentru orice x x are însușirea f" 
(8x)f(x) : „există x astfel că are însușirea f" 
(Мх) (х) : „pentru orice x f(x) este adevărat” 
(3х) 5): „există x astfel că f(x) este adevărat” 
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Definiţii : 
(58) (ёх) (х) = ~ (x) ~ f(x) 
(59) (35)Ца) = (8х) | f(x) 
(60) (ух) 5) = (x) = f(x) 


5. LOGICA LUI KLEENE* 


Kleene porneşte de la consideraţii asupra procesului de 
rezolvare (algoritmic, recursiv). El deosebeşte între sensul 
slab și sensul tare al legăturilor propozitionale (operatorii). 
Logica sa trivalentă defineşte în sensul tare operatorii. El 
porneşte de la trei valori t, f, u pe care le definește în mai 
multe feluri dar definițiile se dovedesc logic echivalente. 

t: „adevăr”, „adevăr algoritmic stabilit”, „adevăr cunoscut” 
f: fals”, „fals algoritmic stabilit”, „fals cunoscut”. 

и: „„nedeterminat”, „nici adevărul nici falsul nu sint stabilite 
algoritmic”, „„necunoscut” (, nu e cunoscut dacă e adevăr 
sau fals”, „nu e esențial ce este”). Se definesc funcţiile prin- 
cipale cu ajutorul matricelor. 


Р|Р Beg | 7ч P |tu р [iu p=q | if» 

















і |] і tfu t ttit t tfu t tfu 
Jot f. |fff Í tfu f pet fof 
и|и u ufu u tuu u tuu u миц 


O interpretare importantă pe care o putem adăuga la cele 
indicate de Kleene este următoarea t = identic-adevárat, 
f = identic-fals, и = realizabil. (Este vorba de cele trei clase 
în care se divid funcţiile logice). Altfel spus tautologic (T), 
contradictoriu (C) și realizabil (К) formează o mulțime de 
valori (T, C, R) care satisface logica lui Kleene. Lăsăm demon- 
strarea acestui fapt pe seama cititorului. 

Logica lui Kleene diferă de logica lui Lukasiewicz in. două 
puncte (и, и) dă pentru p — q valoarea и la Kleene și valoarea 
t la Lukasiewicz (la fel cu echivalenta). Ca urmare a acestui 
fapt р — р este lege in logica lui Lukasiewicz, dar nu în logica 


9 Se expune după Kleene (221. 
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lui Kleene, cáci u — и = и. Diferite alte consideratii meta- 
teoretice asupra logicii lui Kleene se gásesc in cartea noastrá 
»Logicá si adevár". 


6. LOGICA LUI REICHENBACH* 


În legătură cu situația din microfizică Reinchenbach con- 
siderá cá putem avea trei atitudini față de propoziţiile fizicii: 
să le declarám prin verificare adevărate sau să le declarăm 
false sau dacá nu putem 58 le declarám nici adevárate, nici 
false atunci vom spune cá sint nedeterminate. Vom nota 
cele trei valori cu 1 (adevăr verificat), 2 (fals verificat), 
3 (imposibil de determinat) O serie de enunturi ale fizicii 
vor intra in clasa celor nedeterminate (vezi, de exemplu, 
propoziţiile indeterminabile ale lui Heisenberg). Reichenbach 
introduce funcţiile: N!p (negația cilicá), N?p (negația dia- 
meiralá) N?p (negația completă), Крд (conjunctia), Ард 
(alternativa), Сїрд (implicatia standard), C?pq (echivalenta 
standard), R?pq (echivalenta alternativă). Definiţiile se dau 
prin matrice după cum urmează: 


р Мр мр Ny 


2 
2 3 
1 


~ № оо 
- 


pa | Ка Apa Са | Ом | “pa | Ra | вара 











VP ою ою. 
о ОО M E юн am 
ш о ооо момо = 
о о ~ мәм ma 
юэ на (он эн шом ‘M 
энэ энх уна шше 
мМмммммоэм»”- 
-NON= NON= 
— © о о ооо m 


9 Se expune dupá Zinoviev [37]. 
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Teutologii 


(1) Юрр (6) AAN!pN!N!p 
(2) RIN2N2p (7) RIApNINipN%p 
(3) RIpNININip (8) М№Кр№р 

(4) RIN3pNSN3N3p (9) NsKpNip 

(5) RIN3pANIpNINip (10) N*KpN?p 


Legile (6) si (7) sint legile excluderii cvartului. Principiul 
necontradictiei pentru N?: (8) —(10). 


(11) N?Kpq = AN?pN*q 
(12) №Ард = KN2pN?q 
(13) R1CIN?pqCiN?qp 
(14) R1C2N3pqC?2N3gqp 


Cititorul poate verifica singur, cu ajutorul matricelor care 
egi sint valabile din logica clasicá 51 pentru care operatori. 


7. LOGICA INTUITIONISTÀ* 


„Logica noastră, scrie Heyting, are de а face numai 
cu propoziții matematice”. Pornind de la concluziile 
trase de Brouwer (1908) în legătură cu limitarea tertului 
exclus în ce privește aplicarea la mulțimile infinite, Heyting 
elaborează o logică a infinitului (fără tertul exclus). În confor- 
mitate cu această concepţie, orice enunț (propoziţie mate- 
matică) se referă la un obiect construit sau cel puţin la meteda. 
care ne permite să-l construim. Astfel propoziţia „2 + 2 = 
= 3 + 1" trebuie înţeleasă astfel: „eu am îndeplinit construc- 
{Ше desemnate prin „2 + 2 și „3 + 1” si am găsit cá ele duc 
la același rezultat” sau trebuie înţeleasă astfel: „eu am metoda. 
de a realiza construcțiile desemnate prin „2 + 2" si „3 + 1", 


9 Se expune după Heyting 1111, [18]. 
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și de a arăta cá ele duc la același rezultat”. Dacă noi am 
efectuat constructia sau avem metoda de a o efectua vom spune 
cá ,,propozitia este satisfácutá in mod intuitionist". Ca urmare 
expresiile propozitionale vor căpăta următoarele interpretări. 


a. Negatia 1p. O propoziţie p poate fi asertată dacă şi 
numai dacă s-a realizat construcția (sau există metoda de a 
o realiza). Se spune că construcția demonstrează propoziţia p, 
că ea este o demonstrație a lui р (18; p. 123). Negatia ргоро- 
zitiei ,,поп-р””, „nu este adevărat р” sau „este fals р” înseamnă 
»presupunind adevărul lui p noi ajungem la contradicție”. 
Această negatie, după cum precizează Heyting, este o negatie 
de jure nu de facto. Ea mai poate fi citită „este imposibil că”, 
„nu se poate ca" în timp ce negația factuală spune ,,noi nu 


sîntem în drept să afirmăm că”, „nimeni nu ştie că” etc. 


Deoarece orice afirmaţie matematică se poate da în forma 
„Eu am efectuat în intelect construcția A”, negația matema- 
tică va fi „Eu am efectuat în intelect construcția B care duce 
la contradicţie presupunerea că se poate duce pînă la capăt 
construcția А”. Dimpotrivă negația factuală ar spune „Еп 
nu am efectuat în intelect construcția A” ceea ce nu este de 
forma afirmației matematice (18; р. 28—29). 

Faptul că a = b duce la contradicţie (că e contradictoriu) 
se va scrie a — b. În legătură cu aceasta Brouwer (1925) a 
formulat armătoarea teoremă: dacă a —^ b este contradictoriu, 
atunci a = b. În ce priveşte noţiunea de contradicţie ea este 
o noţiune primă (luată ca nedefinită). În mod practic, scrie 
Heyting, ea poate fi redusă la forma 1 = 2. El dă exemplul 
următor: „р = ү? este rational". О astfel de propoziţie cere 
constructia unor asemenea intregi ca a si b astfel cá a? — 2b?. 
Lucrurile pot fi astfel tratate încît a şi b să fie reciproc prime. 
Apoi a este par, astfel cá a? se imparte la 4 si la fel 20°. În 
acest fel b este par si 2 este divizorul comun atît pentru а сії 
81 pentru b, ceea ce contrazice faptul cá a si b sint reciproc 
prime. Contradictia poate lua forma: cel mai mare divizor 
comun pentru a $i b este în același timp 1 si 2 (18; p. 123). 

Íntelegind prin ,,constructie", așa cum arată Heyting, 
atît construcţia efectivă cît si existența metodei de construcţie, 
vom defini în continuare celelalte forme de propoziţii după 
cum urmează. A aserta = а da construcția. 
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b. Conjuncfia: р Aq. Conjunctia pAq este asertatá atunci 
şi numai atunci cînd atit p сїї si q sînt asertate, adică pentru 
ambele sint date construcţiile. 


c. Disjuncţia: p V q este asertată cînd cel puțin una din 
cele două propoziţii este asertată (în mod intuitionist). 


d. Implicafia: p — q. „„Implicaţia poate fi afirmată atunci 
91 numai atunci cînd noi dispunem de o astfel de construcție 
r care fiind asociată cu orice construcţie care demonstrează 
pe р (în presupunerea că ultima a fost îndeplinită), ar da în 
mod automat o construcţie care demonstrează pe 4. Cu alte 
cuvinte, construcția lui p împreună cu construcția r ar forma 
demonstrația lui 4” (18; р. 123—124). 


Pentru asertare se introduce semnul |—. În acest fel putem 


scrie: [- p Vq dacă si numai dacă |— p sau 1-4. 


e. Heyting a axiomatizat (1930) logica intuitionistáà pe baza 
a ll axiome: 


Ax, H р (PAP) 

Ax, |- (p A 9 ^ (4 A P) 

Ax, | (p 9) ^ ((PA т) > (qA 7) 

Ax, H (p Ф л (9 г) (p^r) 

Ax; -14-(Р-4) 

Ax, H (pA (p 9) 9 

Ax, = p — (p V 9) 

Ax, H (p V q) ^ (q V p) 

Ax, H ((p т) A (9 = n) ^ (рУ) 7) 
Ax, Лр (p ^ 9) 


Ахц H (P> Фф л (p 19) 5 1р. 
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Teoreme 


.КРӘЛ Р 
(рэ 9 э (19 Лр) 

. (р Ф > (11р > 114) 
“Влр- 11р 
О-З-111Р-1р 
.-1(р 9 э (1РЛ14) 
--(1РА1Ф- 1(рУа) 
-Б-(1РУТФф-1(РлФ 

-Б Т1(рУ1р) 
--11РАФ- (Т1Р д TI) 
О-(11РА114)- Tl(pA 9 
12. = (T1» Y T19 > Tl (P V 9) 


е соо з с л A Оо N — 


чонын 
— © 


Nu sint teoreme pV 1p. Tp >p, (145 Лр) э (po 4), 
1(pAg=(1pV 19). 


Gr. C. Moisil a demonstrat următoarele două teoreme în 
logica lui Heyting. 


13:--(11РЛ11(р-4)- 11р 
14. = M (p^ 9A Tl (a^ 7) ^ Т (p г) 


Johanson I. dezvoltă (1936) un calcul fără axioma 10, aga- 
numitul ,,calcul minimal". Axioma 10 este explicatá de Heyting 
astfel. „Presupunem că |- 7 р, adică noi am obținut contra- 
dictie din presupunerea că construcţia lui p poate fi realizată. 
Atunci obţinerea acestei contradicții poate fi considerată 
într-un anumit sens ca o construcție care fiind asociată cu 
construcția lui p (care construcţie nu există!) dă demonstrația 


lui 4” (18; p. 127). 


f. Logica predicatelor este de asemenea dezvoltată în con- 
formitate cu exigenţele intuitioniste. Stabilim mai întîi semni- 
ficatia cuantorilor (Vx), (Jx). Fie Fx (predicat de x) unde х 
ia valori dintr-un domeniu matematic Q. 
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ҮхЕх înseamnă cá „Fx este adevărat pentru orice x din 
Q”, sau, cu alte cuvinte, cá „noi avem o metodă generală de 
constructie care ne permite ca in legáturá cu orice element « 
ales din Q sá obtinem o constructie pentru Fa" (18; p. 128). 


Astfel, metoda inductiei matematice (care satisface exigen- 
tele impuse de intuitionigti) ne permite să demonstrăm dacă 
Fn are loc pentru orice n. 

jxFx înseamnă cá a fost construit efectiv elementul a din 
Q pentru care are loc Fa (18; p. 128). 


Axiomele predicatelor (care vor fi anexate la Ax, — Ax) 
vor fi cele date de Hilbert-Ackermann. Hegulile de deductie 
sint de asemenea aceleași. 


АхыГ- Vx Fx — Fy 
Ax; Бу > ЗхЕх 


Teoreme 

15. | Vx Fx > ] 3x Fx 

16. | 3x Fx > ] Vx1Fx 
11, H Vr] Fr > 13хЕх 
18. = 13x Fx ^ Yx] Fx 

19. | 3x 1Fx > 1 Vx Fx 
22. H TI Và TI Fr 5 1321 Fx 
24. | 11 Vx Fx > Vx T1 Fx 
26. | 1Vx 1 Fx ^ 11 3хЕх 
27. - 3x T] Fx > 1 Vx 1Fx 
28. |- Эх T] Fx > 1 ЭхЕх 
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Implicatiile inverse pentru (15), (16) si (19) nu au loc. Heyting 
scrie cá „una dintre cele mai uimitoare însușiri ale logicii 
intuiționiste este că implicatia inversă (pentru 24.) nu are 
loc. Ácest lucru este cu atit mai demn de remarcat cu сїї for- 
mula calculului propozitional prin limitarea domeniului de 
semnificaţie a lui x la mulțimi finite este adevărată” (18; 
129—130). În conformitate cu logica intuitionistá se produce 
o selecție a metodelor de demonstraţie, unele metode fiind 
respinse ca neintuitioniste sau neconstructive. Astfel demon- 
stratia prin absurd este considerată ca neconstructivă. 


2S 


8. INTERPRETAREA LOGICII INTUITIONISTE] 


Logica lui Heyting este o logicá polivalentá cu o infinitate 
de valori. O interpretare specialá a fost datá de Kolmogorov 
prin așa-numitul „calcul al problemelor”. Se presupune cá con- 
ceptul de problemă „este intuitiv clar, la fel „soluția proble- 
mei". Expresiile sint definite după cum urmează: 

(1) р, 9, г, vor desemna probleme. 
(2) Dacá p si q sint probleme atunci: 


(a) lp va însemna: presupunind soluția lui p dată să 
se ajungá la o contradictie 
(b) pA 9: să se rezolve cele două probleme p si q, 
(c) p V q: să se rezolve cel puţin una din problemele 
p Ч. 
(d) p — q: presupunind solutia lui p datá sá se rezolve q 
(sau: sá se reducá solutia lui q la solutia lui p). 
(3) Dacă x,y,z, vor fi probleme nespecificate și р(х), 
q(y), ... desemnează probleme al căror sens depinde de valoa- 
rea lui x atunci: 


(a) Vxp(x) înseamnă: să se indice o metodă generală de 
rezolvare a lui р(х) pentru orice valoare particulară a lui х. 


(b) 3xp(x) înseamnă: să se indice o metodă prin care р(х) 
este rezolvat pentru cel puţin un caz particular a. (Explicația 
aceasta este omisă de Kolmogorov însă ea derivă din cele 
de mai sus). Rezolvarea problemelor se face printr-un șir 
finit de pași. Corespunzător problemelor se introduc funcții 
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de probleme, ceea ce constituie obiectul logicii problemelor. 
Simbolul |— va desemna generalitatea. 

Axiomă. p — (p A 9) înseamnă: să se reducă soluția pro- 
blemei pA q la p. Dacă avem o metodă pentru a rezolva 
această problemă putem scrie: |— p — (p A p) ceea ce în- 
seamnă că problema este solutionatà. 

Axiomá. (p — q) — ((р д т) — (qA7)) este astfel interpre- 
tată de Kolmogorov : admitind că soluția lui q a fost dinainte 
redusá la solutia lui p 84 se reducá solutia lui q A r la solutia 
lui p A r. Fie datà solutia lui p A r, aceasta inseamná cá atit 
solutia lui p cit si solutia lui r sint date; din solutia lui p 
putem deduce, conform ipotezei, solutia lui q, deoarece solutia 
lui г este deja dată, obținem soluția celor două probleme q 
şi т, deci soluţia lui q A r (21; 363). Formula p V ] p nu este 
o problemă deoarece nu există o metodă universală care să 
nu permită să rezolvăm pentru fiecare caz problema p sau 
să deducem o contradicție din p (adică să rezolvăm pe 7] p). 


VIII 


LOGICA MODALÁ 


1. IDEEA DE MODALITATE 


Logica modalà* este înrudită cu logica polivalentă. În timp 
ce logica polivalentă modalizează valorile logice (necesar 
adevărat, posibil adevărat etc.) logica modală modalizează 
forma propozitilor. Astfel se consideră propoziţii de forma 
„Este posibil р”, „Este necesar p", „Este imposibil p", „Este 
contingent р”, „„Nu este posibil p" etc. Legătura între valorile 
modale și propoziţiile modale iese ușor în evidență dacă 
procedám la o distingere între enunturi interioare și exterioare 
așa cum face Bocivar. De exemplu, propoziției „Este posibil p” 
îi corespunde „Este posibil ca p să fie adevărat”. 

Ca modalități principale sînt considerate: necesitatea, posi- 
bilitatea, imposibilitatea, contingenta. Între aceste modalități 
există o legătură logică astfel că unele pot fi definite prin altele. 
Întemeietorul logicii modale moderne este logicianul englez 
Clarence Irving Lewis (1883—1964). Lewis apornit de la o 
serie de observaţii făcute asupra implicatiei materiale. Deoa- 
rece implicatia materială (p — 4) nu reprezintă complet relația 
de deducție (p |— q) este necesar să se introducă o nouă relație 
de implicatie. Aceasta este așa-numita  implicatie strictă 
(p = q). Sensul ei este acesta „nu este posibil să fie adevărat 
p şi non-q". Prin urmare, pentru definirea unei astfel de 
implicaţii intervine modalitatea (,„posibil”). Pentru construi- 
rea logicii modale se introduc semne speciale care indică mo- 


* Se expune după C. I. Lewis [23], I. M. Bochenski [4], Gr. С. Moisil 
(261, [27]. 
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dalitatea („„operatorii modali”). Astfel Lewis notează posibilul cu 
Q şi scrie Фр (citește „este posibil p"). Pentru necesitate 
s-a introdus (ulterior) semnul [ ], astfel cá se scrie [ Jp (citește 
„este necesar p^). În limbajul lui Lukasiewicz operatorii modali 
sînt notati cu Lp (p este necesar), Mp (p este posibil), Up 
(p este imposibil) şi Zp (p este contingent). Prin afectarea 
într-un anumit fel a operatorilor propozitional cu modalități 
Lewis construiește un sistem propozitional al operatorilor 
„stricți” numit şi „sistemul implicatiei stricte" (dat fiind 
rolul special pe care-l are implicatia strictă în acest sistem). 


2. DEFINIREA MODALITÁTILOR 


Considerind ca nedefinită expresia Lp (,p este necesar”) 
vom defini restul modalitátilor dupá cum urmeazá. 


(1) Mp 2 NLNp 


(2) Up z LNp 
(3) Zp = NLp 
(4) Lp z NMNp 
(5) Up z NMp 


(6) Zp = KMNpMp 


Folosind semnele < (posibil), [] (necesar), ~ (negația) 
vom avea respectiv 


(1) Фр = ~ П ~р 

(2) Г] ~p (este imposibilul) 
(3) -Г1р (este contingentul) 
Apoi: 

(4 Оре: Op 

(5) ~ Ор (imposibilul) 

(60) O ~p» Op (contingentul) 
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3. SISTEMUL IMPLICATIEI STRICTE (LEWIS) 


(Acest sistem este totodată o logică polivalentă). 
(1) рч а= ~ О (р. ~ 9) 
(8) рч а= ~ © ~ (~ (р ~g) 
(9) po q= ~(р 2 ~ 4) („р consistent cu 4) 
(10) р =q = ((р = 9)+(9 = p)) (echivalenţa strictă) 


Axiome 


Ax, рд фр Ax, Px —(-p) 
Ах, 4р- р Ax. ((Ф-04):(4-41)) - (р r) 
Axa: Px pp Ах, ~ Орч ~p 
Axa" р(9г) ~ 4(рт) Axy (P2 9) (~ Oq4 ~ Op) 


Semnul conjunctiei este doar subinteles. Conjunctia, posibili- 
tatea și шарїсана pot fi definite matriceal pe mulțimea (1 
2, 3, 4). 





Pg 1234 © вл 1234 

1 1234 1 1 2444 

2 2244 1 2 2244 

3 3434 1 3 2424 

4 4444 4 4 2222 
Reguli 


a) Regula substitutiei 
b) Regula schimbului de echivalente 


c) Regula adjuncţiei. Dacă p, q sint asertate separat atunci 
РЧ este asertată. 


d) Regula detasárii. Dacă р este asertat şi p -4 q este aser- 
tat atunci q este asertat. 


Teoreme 
IL. p=p 


Demonstraţie. În Ах, 9/р: pp -« p. În Ax, а/рр si r/p. 
Se obţine: ((p = рр)•(рр = p)) 4 (р ~ p). De aci conform 
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cu teerema deja demonstrată (рр- p) şi cu Ах, obținem 
р- В. 

2. p — p. 

Demonstrație. Prin asertare adjunctivă din teorema 1 se obține 


(P= p)*(P-3 р). Apoi prin g[p în def. (10) obţinem (p = p) = 
= (P < рер - p). De aci prin detaşare р = p. 


4. INTERPRETAREA MODALITÁTILOR 


БК. Carnap a dat următoarea interpretare semantică modali- 
tăţilor : 
Necesar = Logie adevărat (adevăr dedus numai cu ajutorul 
regulilor semantice) 
Imposibil = Logic fals (respingere pe baza regulilor seman- 
tice) 
Contingent = Adevăr factual (care nu se deduce conform cu 
regulile semantice ale sistemului) 
Necesar = Ne-logic: adevărat 
Posibil = Ne-logic fals 
Necontingent = Logic determinat (adică L — adevărat sau 


L — fals). 


5. LOGICA MODALĂ A LUI GR. C. MOISIL 


Gr. C. Moisil construiește o logică modală în care intro- 
duce un nou functor modal „poate fără” notat cu S; Spq va 
însemna deci :p poate fără q. (Exemplu: „Astăzi plouă өз 
poate nu-mi iau umbrela”). Alte simboluri folosite de Gr. C. 
Moisil: 7 (imposibil), y (contingent), u (posibil), v (necesar), 
N (nu) C (implică), K (si) А (sau). 


Ca variabile propoziționale Moisil folosește: х, y, 2, 


Definiţii 

1. Sxy = KxNy 
2. Adevăr = Схх 
3. Fals = Sxx 
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4. nx = Сх5хх 


5. үх — SCxxx 
6. ux = «nx 
1. ух = үүх 


Axiomele adoptate sînt cele nouă axiome fără negatie din 
logica lui Hilbert și Bernays la care adaugă o axiomă de moda- 
litate. 


Ax, СхСух [= p > (q > p)] 
Ax, ССхСхуСху [= (р > (p > 9) > (p > Ф] 
Ax, CCxyCCyzCas [= (p > q) > ((q > г) > (p > г))] 
Ax, CKzys [= (рд) > p] 
Ax, СКхуу [= (p*9) > 4] 
Ах, CCzxCCzyCzKxy [= (r — p) > ((r > 4) > (т > (р+)))] 
Ax, СхАху [= p (р \Уч)] 
Ах, CyAxy [= q > (p V Ф] 
Ах, CCxzCCyzCAxyz [= (p > r) > ((q— г) > (p V q)57)] 
Ах, CyASyxx [= q —> ((q > р) V p)] 
CzAxy r — (p V д) 
CSzyx |- (т — 9) al | 


Pentru cititorul mai putin familiarizat cu всгїегеа lui Lukasie- 
wicz am dat їп parantezá transcrierea їп limbajul de tip Peano- 
Russell Se observá cá ultima axiomá are forma unei reguli 
de deductie. (Functorul S l-am redat prin —). 





Ах, 


Reguli 
2 
Сер 
I. Regula modus ponens: 
х 


П. Regula substitutiei : — —————— — — 
4 per: alos... |0.) 


III. Regula adjunctiei ín ipoteză : 
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7 Qi... «„ _ n 5 
Dacă — — ——- е o schemă valabilă atunci 


Ву... 8. 


ж... Ops бу... Ө, й "m 
——— — — este o schemă valabilă. 


IV. Regula adjunctiei concluziilor : 


" Өр... EL ЛИ . 
Dacă —— — — şi "X ^ —. sînt scheme valabile, 


Bi Bm 8, 8, 


01, ... 0, хө 
schema —— — —— тш este valabilă. 


Bs В 35... 8, 


V. Regula silogismului : 


бү»... Ga Be e Bme А»... An 
Баса ———————————— gb a 
B» Pm 9» 8, O Оо 
‚ Ол, +++ Од Ам. An 
atunci ———— — — — 
оң» o, 
(Se înţelege că dacă ду, 8, sint vide regula se reduce la 


cea obișnuită). 
VI. Regula substituţiei într-o schemă : 
Dacă expresiile 0ц,....9, Bis B, conţin o variabilă 
propozițională х şi dacă 
бү... Qn 0%, ... ож 
бє уйы су BE 


(unde * marchează expresiile provenite din х/0). 
VII. Regula asertiunii : 


a 
Dacă «este o teză şi — este o schemă valabilă atunci f este 


8 


o teză. 


Teze. Gr. C. Moisil dă mai întîi lista tezelor demonstrabile 
din axiomele pozitive. (Exemplificăm). 


1. Cxz:[=p—p] 
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Demonstraţie. CxCxx(Ax,, у/х) 
CCxCxxCxx (Ax, у/х) 


Cxx 


(reg. I) 
2. CxCCxyy [= р > ((p > 4) ^ 9)] 


3. CCyzCCxyCaz [=(P > r)  ((р > 1) > (P > т))] 


Teze cu operatorul de modalitate 


4. CSxyx [= (p — 4) ^ p] 





CxAxy 
CSxyx (Ах,,, 2|х) 
С8хух (Ax, şi, reg. I) 
5. CSyySxx 

D (Ах, 2]y) 
CSyxy 
ca (Ax, reg. I) 

уху 


La logica modală generală se adaugă contingenta (ү) și imposi- 

bilitatea (7). 
Greta | 456 dmi posibili йг 
CCxSxxvx 


үн def. contingentei 
С5Схххүх 


Pe baza operatorilor y $і у se introduce apoi р (posibilitatea 
$i v (necesitatea) 


и = m 
у= үү 


Teze importante legate de introducerea noilor modalități, 
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6. Сухүх (imposibilitatea contingentei se deduce din contin- 
genta ei) 
7. ухх (falsul este imposibil) 
8. УК хх 
9. СК куху 
10. CnCitx (imposibilitatea adevărului este falsul) 
11. Ayxx (principiul modal al tertului exclus) 
12. ССхуСлууух 
13. Cry 
Сүуүх 


(12 si 13 sint principii de contrapozitie) 
La axiomele de mai sus Gr. C. Moisil adaugá noi axiome pentru 


» şi Y. 
Ах CoxCxSxx 





Ах» CCxSxxnx 

Axy, Сүх5Сххх 

Ax; С5Схххүх 

'Se adaugă apoi axiomele pentru p, v: 
Ах Сиях 

Axı, Cnnaux 

Axyg Сухүүх 

Ах, Сүүхэх 


Logica intuitionistá este un caz particular al logicii modale 
generale (Ax, — Axy). 

Dacă la logica modală generală se adaugă două axiome de 
distributivitate obținem logica modală specială. 


Ах, CCKxyzACxzCyz 
Ax, CKSzxSzySxAxy 
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Existá mai multe posibilitáti de a transforma logica modalà 
in logicá bivalentá. De exemplu, prin adáugarea axiomei 
Ахүрс (există și altele). 

Dacă la logica modală specială se adaugă axioma de mai jos 
(23) se obține logica trivalentă a lui Lukasiewicz. 


Ах, СКСузууСихџуСху (principiul de determinare) 


Se enunţă astfel: dacă din necesitatea lui x se deduce nece- 
sitatea lui y şi din posibilitatea lui x se deduce posibilitatea 
lui y atunci x se deduce din y. 


Dacă la axiomele 1—22 se adaugă: 

Ах, СМхАухКхүх 

Ах, САухКхүхМх 

se obține logica trivalentá cu negația (N) 
Axiomele: 

Ах» CC; xy ACxyCN yNx 

Ахы CACxyCNyNxC; ху 

introduc implicatia lui Lukasiewicz (Су). 


Slupecki dezvoltă logica lui Lukasiewicz prin functorul T 
(introdus cu axiomele 27, 28). 


Ax,; C,TxNTx 
Ах Ci; NTxTx 
Dacă la Ax, — Ax, adăugăm: 
Ах, Cry 
CNyNx 


Ах,, CxNNx 
Axy CNNxx 


obținem logica modală simetrică generală. Noi axiome vor 
duce la logica modală simetrică normală. Din cele de mai sus 
cititorul își poate forma o imagine axiomatică asupra sisteme- 
lor n-valent modale. Sinteza realizată de Gr. C. Moisil este 
una din cele mai originale din tot ce s-a scris în logica contem- 
porană. 
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6. LOGICA DEONTICĂ 


Ө serie de legi ale logicii formale, pot fi aplicate la sistemati- 
zarea normelor, respectiv a modalitátilor normative (,,deontice") 
cum sint „este permis x”, „este obligatoriu y" etc. Această 
problemă a fost cercetată mai îndeaproape de Georg H. von 
Wright, Anderson, К. Feys, С. Frey, O Becker ва.". Ade- 
sea se folosesc în legătură cu normele termenii de „logică nor- 
mativă”, „logică deontică”, „logica obligaţiei”, „logica impe- 
rativă”, fiecare subliniind un aspect sau altul al studierii 
logice a normelor. Nu vom insista asupra acestor diferențe 
ei vom considera termenul] de „logică deontică” drept un ter- 
men generic ce se referă la orice studiu logic al propozitiilor 
normative (cu sau fără modalitate). Există, așa cuma arătat 
von Wright, o corespondență între modalitățile deontice și 
eelelalte, corespondență pusă în evidență de tabelul de mai 
jos. 





Aletice Existenfiale Epistemice Deontice 
Necesar Universal Verificat Obligatoriu 
Posibil Existent Nefalsificat Permis 
Contingent Partial Nedecis Indiferent 
Imposibil ' Vid Falsificat Interzis 


Modurile aletice sint predicate care intrá in forma propozitiei 
(„Este necesar p"), modurile existenţiale sint proprietăţile 
claselor de obiecte („clasa profesorilor bogați este vidă”), 
modurile epistemice intră în componenţa asertiunilor despre 
propoziţie („propoziţia p este verificată”), iar cele deontice 
se referă la diferite acte (umane) („actul x este permis”). Între 
diferite modalități se poate stabili o corespondenţă în așa fel 
că ele satisfac scheme comune, de exemplu, schema „a nu este 
nici b nici c” este satisfăcută de corespondentele din tabelul 
următor: 


Contingent Necesar Imposibil 
Partial Universal Vid 
Nedecis Verificat Fals 
Indiferent Obligatoriu Interzis 

a b c 


* Se ехрипе dupá Georg Henryk von Wright [40], A. Ross Anderson 
Ho] si С. Frey (391. 


(Ex. „„Contingent nu este nici necesar, nici imposibil”). Ca 
şi in logica propoziţiilor se introduce un simbolism adecvat. 
1. A, B, C,.... acte in general (ex. .jhotie", „„ucidere”). 
Orice act are două valori „realizat? sau „.ncrealizat” (von 
Wright ia valorile în sens absolut). Unele acte sint ,,atomare", 
altele sint ,,moleculare", adică funcţii de altele. Funcţiile de 
acte se numesc „funcții deontice". Vom avea funcţiile. 

2. Dacă A, В, С, sînt acte atunci ~ А (negatie), А & B 
(conjunctia), A V B (disjunctia), А-» В (implicatia), A— B 
(echivalenta) sint acte moleculare (sau funcţii de acte). 

Un act este functie de alt act in sensul cá valoarea sa de 
realizare depinde de realizarea sau nerealizarea altor acte. 
(Realizarea se referá, evident, la un agent oarecare). Valorile 
de realizare pot fi notate cu 1 (realizat) si o (nerealizat). De- 
finitia funcțiilor de acte se dá după cum urmează: 

a) ~ A este realizat dacă si numai dacă nu este realizat А. 
b) A & B este realizat dacă și numai dacă ambele acte A, В 
sînt realizate. 

c) A V B este realizat dacă cel puţin unul din două А, B, 
este realizat. 

d) A — B înseamnă că nu se poate ca actul A să fie realizat 
şi actul B să nu fie realizat. 

e) А.— B: ambele acte sint realizate sau ambele nerealizate. 
(Se poate vorbi de asemenea de compatibilitatea sau incompa- 
tibilitatea a două acte), 

Despre un act se poate spune cá este permis, obligatoriu, 
interzis sau indiferent. 

Aceşti termeni modali pot fi interpretati în general (,,аЬво- 
lut”) sau relativ la un cod de norme dat. De asemenea, modali- 
tátile deontice pot fi corelate cu alte tipuri de modalități (de 
ex. un act este „obligatoriu prin lege” sau „obligatoriu fiindcă 
altfel nu este posibil”). Ca şi în cazul altor modalităţi cele 
deontice pot fi definite unele prin altele. Fie operatorii deontici 
notati după cum urmează: P (permisie), O (obligaţie), F (in- 
terzis), 1 (indiferent), Dacă vom lua ca nedefinită permisia 
(Р) vom obține definițiile: 


1 ОА = ~P ~A (,, nu este permis non-A”) 
2. FA = ~ РА 
3. IA = (PA) & (Р ~ A) 


La acestea se poate adăuga cumpatibilitatea de A, B și incom- 
patibilitatea de A, B: 


4. Comp (А, В) = P(A & В) 
5. Incomp (А, В) = ~ P(A & B). 


Propozitia cá realizarea actului А ne obligă la realizarea actu- 
lui B se scrie ОА — B. 


Între expresiile deontice pot fi stabilite legături de implicatie 
sau de echivalență, ceea ce permite „calculul deontic”. 


De exemplu: 
OA > B = ~ (P ~ (A > B)) = ~ (РА & ~ B) 


(Observatie: PA & ~ B este un mod prescurtat de а scrie 
Р(А & ~ B), analog OA — B este o prescurtare pentru 
O(A > B)). 
Expresia (A & B) V (A & ~ B) este o formă normală disjunc- 
tivă pentru A. 

Decizia. Scopul studiului logic al normelor : 


a) a decide dacă o schemă deontică este general realizabilă 
вап nu, 


b) a decide dacă un sistem de norme este sau nu consistent 
(= necontradictoriu). 


Definiţii 


(6) Un act este tautologic dacă el este realizat ori de cite ori 
este dată valoarea de realizare (1 sau 0) a n acte date. 


(1) Un act este contradictoriu dacă el este nerealizat ori de cîte 
ori este dată valoarea de realizare (1, 0) a n acte date. 


Principii de decizie. G. W. von Wright a formulat o seric 
de principii de decizie, Este important de observat că decizia 
se face asupra unor propoziţii adevărate sau false. Corelatia 
poate fi stabilită în felul următor. Dacă un act A este reali- 
zat atunci propoziția care spune că ,,À este realizat” este 
adevărată, iar dacă A nu este realizat atunci propoziţia care 
spune că „A este realizat” este falsă. Analog pentru modali- 
tátile: dacă actul A este permis, propoziţia care spune „PA” 
va fi adevărată, dacă actul A nu este permis propoziţia „PA” 
va fi falsă. 
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În vederea deciziei von Wright formulează următoarele 
principii. 
I. Principiul distribuţiei deontice. Dacă A V B atunci P(A V B) 
este echivalentá cu (PA) V (PB). Conform cu valorile de rea- 
lizare vom avea distribuțiile PA & ~ B, P -A&B si P ~ 
~ А & ~ В 

II. Principiul permisiunii. Pentru orice act A are loc PA 


sau P( ~ A). 


ІП. Principiul contingentei deontice. Un act tautologic nu 
este necesar obligatoriu $i un act contradictoriu nu este nece- 
sar interzis. 

Decizia depinde numai de principiul „distribuţiei deontice” 
(1) si de logica propozitiilor. Exemple de expresii asupra cărora 


urmează să se decidă. 
(а,) ((PB) = (PA)) > (~(РА) — ~ (PB)) 
(aj) ((ОА) & (OA — B)) — (ОВ). 


lată cum se calculează valoarea celei de a doua expresii (a2)- 
Se pornește de la distribuția deonticá: PA & — B sau P — 
— A&B sau P—A&—B. În dependență de această 
distribuţie și de matricele funcțiilor de adevăr se calculează 


valoarea expresici. 


—B &(OA— 3) 


PA& ~B | P~A&B | P-A&— ө Цин (ОА) & Ш (a4) 





v v v f f f fiv 
v v f f f f f|» 
v f v f F f f|v 
v f f v / / fiv 
f V о f v f J|» 
Í v f f v f v|v 
f f v f v f fiv 
S d f f lv 7 v v v 


distribuția deontică decizia asupra expresiei (a,). 
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Legi deontice 


1 (PA) © ~ (О ~ A) Urmează șase legi de derivare 
2. (ОА) — (PA) 7. ((OA) & (OA — B)) — OB 
3. ОА & В ~ (ОА) &(OB) 8. (РА) & (OA — B)) PB 

4. PAV B ^ PA V PB 9. ( -(PB)&(0A— B)) — —(PA) 
5. ((ОА) V (OB)) 2. OAVB 10. ((ОА > ВУС) & ~ (PB) & 
6. (РА & В) > (PA) (PB) &~ (РС)) — —(PA). 


П. ~ (ОА V B) & ~ (РА) & ~ (РВ)) 
12. (ОА) & (OA & B > C) > OB > C 
13. О ~- АА 


Logica deonticá studiază de asemenea noţiunile de „sanc- 
tiune" sau ,,penalizare". A. Ross Anderson a propus un sis- 
tem care are la bază modurile aletice şi operatorul 5 (referire 
la ,sanctiune"). De exemplu, luînd operatorul M (posibil) 
şi S vom putea defini celelalte moduri astfel (numerotám în 
continuarea definiţiilor date anterior). 


(8) Op = (Mp&M —p)& ~ М(~р& ~S) 
(9) F'p = (Мр& М -р)ё:-М (p& ~ S) 
(10) Ip = М (р& —S)&M(—p& ~ 5) 


Асі р desemnează о propoziţie oarecare, iar О’, F’, І sint 
modurile aletice corespunzátoare (redefinite). 

Definiţia (8) arată că o propoziție este obligaţie dacă şi numai 
dacă se admite că „р este posibil și non-p este posibil dar 
(în același timp) nu este posibil non-p împreună cu negația 
sancționării”. Accasta este „clauza obligaţiei”. 

Fie, de exemplu, propoziţia „Este obligatoriu ca x, să plă- 
tească taxa radio". Aceasta va însemna conform cu definiția 
(8) că „este posibil ca x, să plătească taxa radio și este posibil 
ea x, să nu plătească taxa radio, dar nu este posibil са (x, 
să nu plătească taxa radio si în același timp să nu fie sanctio- 
nat)". Definiţia (9) este „clauza interdictiei". Ea poate fi exem- 
plificată astfel. Că „Este interzis са x, să treacă (strada) 
pe roșu” aceasta înseamnă: „Este posibil ca x, să treacă pe 
roșu și este posibil ca x, să nu treacă pe roșu, dar nu este 
posibil ca (x, să treacă pe roșu și să nu fie sancţionat)”. Defini- 
tia (10) este „clauza indiferentei". 
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IX 


SILOGISTICA 


Lukasiewiez a construit in mod pur formal silogistica aristo- 
telică (independent de calculul predicatelor sau al claselor). 
Vom considera simbolurile: a, b, c, termeni generali ne- 
vizi. 

A, E, I, O constante logice (cu semnificaţiile date anterior). 
(Variabilele a, b, c, ... pot fi cuantificate cu ajutorul cuanto- 
rilor: П (universal) și У (existenţial), de exemplu ПаАаЬ: 
„pentru orice a este adevărat că toti a sint b"). 

Aab, Eab, Iab, Oab (desemnează respectivele judecăți). De 
exemplu, Aab se citește „toți a sint b". 

La axiomele logicii propozitiilor: 

Ах, CCpqCCqrCpr 

Ax, CCNppp 

Ах, CpCNpq 

se adaugá axiomele silogisticii: 

Ах, Ааа 

Ах, Iaa 

Ах, CKAbcAabAac (Barbara) 

Ax, CKAbclbalac (Datisi) 

Definitii: 

(1) Eab = NIab 

(2) Oab = NAab 
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Reguli : 


I. Regula substitufiei pentru variabile propozitionale și 
termeni (а, b, c, .... ) Variabilele propozitionale se pot în- 
locui cu expresii, iar termenii cu alti termeni. 


II. Regula modus ponens. 
Toate propozitiile silogisticii aristotelice pot fi deduse din 
Ах; — Ах, cu ajutorul regulilor. (Există un număr destul 
de mic de teoreme ale logicii propozitiilor care intervin în 
deducție şi anume, 14 teoreme). 
Tezele logicii propoziţiilor utile în vederea deducerii vor fi: 


1. CpCqp 8. СрССКргСаг 

2. CCqrCCpqC pr 9. CCspCCK pgrCKsqr 
3. CCpCqrCqCpr 10. CCKpqrCCsqCK psr 
4. CpCNpq 11. CCrsCCK pgrCK qps 
5. CCNppp 12. CCKpqrCK pNrNg 
6. CCpqCNqNp 13. CCKpgrCK NrqNp 
7. CCKpqrCpCqr 14. CCK pNgNrCKprg 


Teze de demonstrat. 
15. CAbcCIbaIac 


(dacă toti b sînt c atunci din unii b sînt a se deduee unii в 
sînt с). 


Demonstraţie. În teza logicii propozitiilor 
CCKpqrCpCqr (legea exportatiei) 
se substituie p/Abc q/Iba, r/lac si se obține 
CCK AbcIbalacCAbcCIbalac 


La aceasta şi Ax, se aplică reg. II şi se obţine 15. 
16. Clablba (conversiunea lui I). 
În teorema 15 se aplică b/a, cja, ajb şi se obține: 


CAaaClablba 
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Prin regula II şi Ax, obţinem 16. 

17. ClbaCAbcIac 

În teorema CCpCqrCqCpr substituim: p/Abc, q/Iba, r/lac: 
CCAbcCIbaIacCIbaCAbcIac. 


La aceasta si 15 se aplicá reg. II. 


18. CAablab (subalternarea) În 17: b/a c/b și reg. II (la acea- 
sta şi Ax,). 

În continuare vom adopta sistemul mai economic de notare 
a demonstrațiilor. 


19. CCplabCpIba (2. q/lab, r/lba х Ca, — 19). 


Demonstrația a fost notată pe scurt: adică la teza doi se epe- 
reazá substitutiile q/Iab, r/Iba, iar la rezultat și teza 16 se 
aplicá regula implicatiei (C), adicá modus ponens. 


20. CAablba 19. p/Aab x Сув — 20). 
21. Clbalab (16. ajb, bja — 21) 

22. CNIabNIba (6. p[Iba, 4145 x Су, — 22) 

23. CEabEba (22. Def. (1)). 

24. CNIabNAaB (6. p/Aab, q/Iab x С — 24). 

25. CEabOab (14. Def. (1), def (2) — 25). 


Urmeazá modurile afirmative: 

26. CCsIbaCK AbcsIac (10. p/Abc, q/Iba, r/lac x CAx, — 26) 
21. CKAbclablac (Darii) (26 s/lab x Cy — 27) 

28. CKAbcAabIac (Barbari) (26 s|Aab х С — 28) 

29. CAbaIba (18. ajb, bja — 29) 

30. CKAbcAbalac (Darapti) (26. s|Aba х Cz — 30) 

31. CCKpqIbaCKgpIab (11. r/Iba, s/Iab х Сы — 31) 

32. CKAbalbalbcIca (Ax4 c/a, а/с — 32) 


207 


33. 
34. 
35. 
36. 
31. 


CKIbcAbalac (Disamis) (31. p/Aba, /дїёс, b/c х Сз, — 33) 
CKAbalcblca (27. сја, а[с — 34) 

CKIcbAbalac (Dimaris) (31. p/Aba, a/lcb, b/c X Ca — 35) 
СК AbaAcbIca (28. c/a, a/c — 36). 

СК AcbAbalac (Bramantip). 


Modurile negative: 


38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
43. 
44. 
45. 


CKNIacAbaNIbc (13. p/Ibc, q/Aba, r/lac х Ca — 38) 
CKEacAbaAbc (38. Def. (1) — 39). 

CKEbcAabEac (Celarent) (39. a/b, bja — 40) 
CCKEbagrCKEabgr (9. s/Eab, р[Еђа х Ca — 41) 
CKEcbAabEac (Cesare) (41. ajc, q|Aab, r[Eac х С„—42) 
CCKpqEabCKq pEba (9. r/Eab, s/Eba х Ca — 43) 
CKEabAcbEca (42. cja, a/c — 44) 

CKAcbEaEac (Camestres) (43. p/Eab, g/Acb, ajc, bja x 


х C4 — 45) 


46. 
4T. 


CKEbaAcbEca (40. сја, a/c — 46). 
CKAcbEbaEac (Camestres) (43. p/Eba, q/Acb, ajc, bja, х 


x C — 47) 


48. 
49. 
50. 
51. 
52. 
53. 
54. 


55. 
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CCpEacCpOab (2. q/Eab, r/Oab х С,, — 48) 

CK EbcAabOac (Celaront) (48. p/KEbcAab, bje х С„— 49) 
CK EcbAabOac (Cesaro) (48. p/KEcbAab, b/c X C,,—50) 
СК AcbEabOac (Camestrop) (48. p|/KAcbEab, b/c x C,, — 51) 
CKAcbEbaOac (Camenop) (48. p/KAcbEba, bje х Ca —52) 
CKNlIaclIbaN Abc (13. p/ Abc, ад/Та, r/lac х С, — 53) 
CKEaclbaObc (53. Def (1), Def. (2) — 54) 

CKEbclabOac (Ferio) (54. ajb, bJa — 55) 


56. CKEcblabOac (Festino) (41. а/с, q/Iab, r/Oac ХС,, — 56) 
51. CCsIabCKEbcsOac (10. p/Ebc, g/Iab, r[Oac x С,;—57) 
58. CKEbcIbaOac (Ferison) (57. s|lba x С, — 58) 

59. CKEcbIbaOac (Fresison) (1. ajc, а/Тба, r/Oac, X С, — 59) 
60. CAbalab (20. a/b, bja — 60) 

61. CKEbcAbaOac (Felapton) (57. s/Aba — Cgo — 61) 

62. CKEcbAbaOac (Fesapo) (41. afc, q/Aba, r/Oac x Су —62) 
63. CKAbcNacNab (12. p/Abc, gq/Aab, r/Aac x Ca, — 63) 
64. CKAbcOacOab (61. Def (2) — 64) 

65. CKAcbOabOac (Вагосо) (64. Ь/с, c/b — 65) 

66. CKNAacAabNAbc (13. p/Abc, q/Aab, r[/Aacx Ca, — 66) 
67. CKOacAabObc (66. Def. (2) — 67) 

68. CKObcAbaOac (Bocardo) (67. ajb, bja — 68) 


Formele necorecte de silogism sînt eliminate cu ajutorul a două 
reguli de eliminare. 
Toate formele care se obţin din „axiome de eliminare” 


“Ах, CKAcbAablac 

“Ах, CKEcbEablac 
pot fi eliminate cu ajutorul regulilor: 
III. regula eliminării prin detaşare : dacă are loc dacă х atunci 
В şi В nu are loc atunci х este climinat. 
IV. regula eliminării prin substituție: dacă | este substituit 
în locul lui « si f este eliminat atunci « este de asemenea 
eliminat. 
Exemple (Formulele eliminate vor fi notate cu *) 


*69(Axg) 

*69a(Ax,) 

70. ClacCKAcbAabIac (1. p/Iac, q/KAcbAab — 70) 

211 Iac (10 x C*71 — 559) (Antecedentul *71 al implicatiei 
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10 este eliminat deoarece consecventul "69 este eliminat). 
12. CCNIaclaclac (5. p/lac — 72) 

13. CCEaclaclac (72. Def. (1) — 73) 

*14 CEaclac (73 х C*74 — *71) 


Lukasiewicz remarcă faptul cá nu este dovedită completitu- 
dinea sistemului în genere deși el este complet în raport cu 
silogismele lui Aristotel. 


АМЕХА 


1. În legătură cu calculul propozitillor поі am formulat 


două metateoreme. 


1. Există 2” funcţii de n variabile (cunoscut). Dacă ordonăm 
aceste funcţii de la 0 la 2] (fo f£, 5,7.) atunci există 
o astfel de alegere de indici încît fiecare indice să reprezinte 
traducerea în sistemul zecimal de numerație a seriei de valori 
ale funcţiei considerată ca expresie numerică în sistemul 
binar. (Prin aceasta se presupune că folosim pentru adevăr 
şi fals, respectiv cifrele 1,0). Fie n = 2. Vom avea: fo, fis» 
unde f, va reprezenta seria (0000) iar f,; seria (1111) adică 
fọ va fi contradictia, iar fj, va fi tautologia. Conjunctia уа fi 
f, (0001). 

(„Acta logica", 7/8, 1964/65), 


II. Toate teoremele construite numai cu operatorul echi- 
valentei sînt deductibile cu ajutorul comutativităţii și asocia- 
tivităţii prin substituție în principiul identităţii (p = p). În 
acest fel ansamblul teoremelor de echivalență (fără alti ope- 
ratori) formează o logică a identităţii. 


(„Analele Universităţii Filozofie”, 1968) 


2. Diagramele Venn. Venn a propus următoarele diagrame 
pentru reprezentarea judecăților A, E, I, O ві silogismelor 
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corespunzátoare (A, B, С clase, A, B, C, clase com- 
plementare). 





48 
203) € 
4^ 2 

0 

Fig. 16 


Fig. a aratá cá universul este impártit in patru clase de 
intersecţii (АВ, AB, AB, AB); fig. b. judecata „Toţi A sint B^" 
interpretatá de Venn: ,,Nu exista А in afara lui B" (ceea се 
nu existá este hasurat) si scrisá AB — 0; fig. c. judecata ,,Nici 
un A nu este В”, scrisă AB = 0; fig. d. judecata „Unii A 
sint B" (se presupune cá nu este exclus sá fie si in afara pártii 
însemnate cu *) notată cu AB = 0; iar fig. e. judecata „Unii 


A nu sînt B" (se presupune că unii pot fi) notată prin AB 5 0. 





Toti B sint C Nici un B nue C Nici un B nu e € 
Toti А sint B Toti A sint B Unii А sint B 
Toti A sint C Nici un А nu e С Unii A nu sint С 
8 C 8 C 
5 c 
4 A 5 
Fig. 17 


3. Operatorul — є (epsilon). Hilbert introduce un operator 
analog cu iota-operator (1х) însă mai general. Expresia є (A) 
sau, altfel scris £x A(x), înseamnă lucrul pentru care expresia 
A(a) are loc dacă A(a) se realizează în genere pentru vreun 
obiect. Acest operator se introduce cu axioma: 


(1) A(a) > A(e(A)) 
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Din ea se deduc УХА(х)-» А(а) („axioma lui Aristotel”), 


VxA(x) — ЭхА(х) și 3xA(x) > VxA(x). Prin acest operator 


se definesc cuantorii. 
(2) VxA(x) = Д(<(А)) 
(3) 3xA(x) = A(s(A)) 


Dacá un enunt А se rcalizeazá pentru un singur lucru а atunci 
putem scrie a = e (A). 

Dacá А se realizeazá pentru un mare numár de lucruri atunci 
є joacá rol de functie de selectie $i «(А) reprezintá pe un oare- 
care а (din această mulțime) pentru care А se realizează. 


4. Logica combinatorică. Logica combinatorică studiază 
operaţiile cu simboluri (fără a apela la substituție) din punct 
de vedere pur material. Ea stabileşte pentru aceste operaţii 
o serie de operatori numiţi ,;combinatori”. 

Fie obiectele formale (semne grafice, de exemplu) notate cu 
a, b, c, 

Vom avea combinatorii: compozitorul elementar (B), permuta- 
torul (C), repetitorul (W), eliminatorul (K), identificatorul (I), 
adicá corespunzátor operatiilor cu simboluri: a compune (— a 


juxtapune), a schimba locul (permuta). a repeta, a elimina si 
a identifica. 


Definiţii : 

1 la =a 

2. Babc =: a(bc) 
3. Cabc = acb 
4. Wab = abb 
5. Kab —a 


Bazele logicii combinatorie au fost puse de M. Schânfinkel 
(1924) şi de H. B. Curry şi R. Feys au axiomatizat sistemul 


logicii combinatorie. 
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.5. Exerciţii de analiză logică 


a) Să ве arate că textul următor este demonstrativ. „x «2 
sau х = 2. Dacă x < 2 atunci x +y = 2. Dacă х--у--2 
atunci y < 2. Dacă x > 2 atunci у < 2. Or х + 2. Prin ur- 
mare, y < 2”. 

Un text este demonstrativ dacă formalizîndu-l structura 
lui este o lege logică. Procedăm astfel. Simbolizăm propoziti- 
ile elementare și pe cele compuse. р, — x < 2; p, = (х = 2); 
Рв=х+у=2, р = у «2; р = х > 2. Textul demon- 
strativ va fi reprezentat pe scurt astfel (p, Ур, p, — рз, 
Рв? Po Рь — Pe Р) Pr 

Dacă А,, A, ‚А, |^ B atunci (A,, A, .... A,) > B. 
Deci: ((р; V Рз)• (px — Pa) (Ps > Pa)" (Ps — Ра)- P2) > Ре 

Aducem la f.n.c. această formulă. Dacă ea va reprezenta o 
lege logică atunci textul va fi demonstrativ (adică p, se уа de- 
duce din premisele date). Răspunsul este că avem o lege logică 
şi deci pg se deduce din premise. 

b) Să se simbolizeze propoziţiile: 

„Prin două puncte diferite trece cel mult o dreaptă” 

„Două drepte diferite au cel mult un punct comun", 

Se poate proceda în două feluri: sau considerăm variabile 
cu domeniu limitat sau considerăm „punctul” şi „dreapta? 
са predicate de indivizi în genere. 

Pentru primul caz vom nota cu x, » zn... punctele, iar 
dreptele cu a, b, c, 


Predicatul „х se află pe (dreapta) a” se va reprezenta prin 
P(x, a), iar predicatul ,,--- diferit ” se va reprezenta 
prin zÉ. Propozitile vor fi reprezentate respectiv: 


(а) УхМу(хэ у > 335 (a =Æ b» Р(х,а). PO, а), (Р(х, Б) + 
- P(y, b) 


(b) Va V b(a ze b > ЗхЗу(х = у). P(x, а). P(y, a)» P(x, Б). 
«Р(у, b)). 
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Aci ideea de „cel mult un" a fost transcrisá prin „nu există 
două diferite”. Ea mai poate fi redată si prin „presupunînd 
douá ele se reduc la una", ceea ce corespunde cu formulárile: 


(c) Ухүу(х z& y > V aV b(P(x, а). P(y, а). Р(х, b)eP(y, b)) > 
— а = b) 
(d) VaVb(a = b > VxWVy((P(x, a).P(y, a) P(x, b) .P(y, b). 
— x zy). 


Prin transformări logice se poate ajunge de la (a) la (c) şi 
de la (b) la (4) si invers. А se observa caracterul dual al pere- 
chilor (a, b) si respectiv (c, d). 


c) Concepte economice analizate logic. Simboluri: m, n... 
mărfuri; то, m,, ...., m, (mărfuri concrete); Echi (m, n) — 
echivalenta márfurilor; V(m) — valoarea márfii, B(m) — mar- 
fa-ban; S(x, y, m, п) — relaţia de schimb; E(m) — echi- 


valent-general; t — o mărime asociată mărfii astfel t,, t,... 


(a) Echi (m, п) = (tm = t,) 


n 
(b) [[ Echi (m, m, („clasa de echivalente”) 
4-0 


(c) V(m,) = алм Echi (mo m,) (valoarea) 

(d) V(m) = 3x3y3n (Echi (т, n)*S(x, y, m, n)) (valoarea de 
schimb) 

(e) E(m) = ЗхЗу(Зл Echi (m, п):Утб(х, y, m, n)) 

(f) B(m) = 3x3yVn S(x, y, m, n) 


Vom nota prin p o nouă mărime asociată mărfii astfel: 
Po P, iar prin œ echivalent sau aproximativ echivalent. 


(9) Vm Ул ax 3» Зр (В(р) · S(x, y, m, р). Sx, у, п, p) 
> (Pa = Pn) 


(10) ри = р,» man 
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6. Aplicatii ale algebrei logice 














1. р, q, г, contacte; 1 — inchis; o — deschis 
p — poziţia opusă lui p 
* * 
p*q — contacte їп serie p 2 
Р 
+. 
р V q — contacte în paralel 
* 
4 
2. Neuroni 
Ü Neuronul p va lucra numai dacă sînt 


7 IN ,excitati" neuronii g, г, s. 


Formula: p(t) = q(t — l)*r(t — 1)-s(t — 1)-u(t — 1). w(t—1) 
(Starea neuronului p în momentul t depinde de conjun.tia 
stărilor neuronilor q, г, s, и, w în momentul (t — 1). 


Neuronul р va lucra atunci cînd cel puţin 


/ | \ unul dintre neuronii q, v, s este excitat. 
9 г 9 


Formula corespunzătoare: 


P(t) = q(t — 1) V r(e — 1) V s(t — 1). 
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